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Kine Bemerkung iiber engelsche Elemente 


Von Hermann HEINEKEN in Frankfurt (Main) 


R. Baur [1, 8. 257] hat gezeigt, da in Noetherschen Gruppen alle rechtsengel- 


_ schen Elemente auch linksengelsch sind; das gleiche zeigte GRUENBERG [2, S. 160] 
_ fiir rechtsengelsche Elemente in auflésbaren Gruppen. Die Antwort auf die Frage, 
_ ob die rechtsengelschen Elemente allgemein — also unabhiingig von der sie ent- 


haltenden Gruppe — linksengelsche Elemente sind, war unbekannt (siehe Bar [1, 
8. 257] und M. Hau [3]). Die Frage wird durch folgenden Satz positiv beantwortet: 


Satz. Jedes rechtsengelsche Element der Lange n ist ein linksengelsches Element der 


 Langen +1. 


Bevor wir mit dem Beweis beginnen, erklaren wir die Bezeichnungen. Es sei 
a 0b =acbh=ab-—tab, und wir definieren induktiv a 0b = ao (a) ob). 


- Man zeigt durch vollstandige Induktion die von uns bendtigte Gleichung 


a ob =al®)o (a ° b) € 
Das Element a € G ist rechtsengelsch der Lange n, wenn die Gleichung g™ oa = 1 


fir alle geE@ richtig ist; a ist linksengelsch der Linge n, wenn die Gleichung 
a) og = 1 von allen géG erfillt wird. 


Beweis. Wir gehen davon aus, daB a rechtsengelsch der Lange n ist, d. h. 


g@oa= 1 fiir alle geG. 


Dann gilt insbesondere 
(gag!) oa=1 fiir jedes geG. 


Durch Transformation mit g erhalten wir 


1 = a og-tag =a") 0 (aog-tag) = al) 0 (aoatg tag) =a) o (a@) og) = 
—— q(n+1) fe) g te 


Also ist a ein linksengelsches Element der Linge » + 1, was zu zeigen war. 
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Hyperplanes.and Prime Rings ; 

j 

) ' By Epwarp C. Posner and Hans ScHNEIDER in Madison (Wisc.) 7 
Mi i 
Be | 1A ring R is prime if cad = 0 for all a in R implies that either c = 0 or d = 0; t 
* oe: Recently one of us has proved ([1], Lemma 2) that in a prime ring cadaf = 0 for : 
By all a in R implies c = 0, or d = 0, or f = 0. It is still an open question under which — 
: conditions on a prime ring R the product cjacg++- ac, = 0 for alla in R implies _ ; 
ye that some c is 0. However, we settle this question for prime rings with minimal ; 
Be ideals. To prove our theorem we require some lemmas on the covering of a vector — 
hes space by hyperplanes, which may be of some interest in their own right. 4 


For completeness, we begin by giving a somewhat shorter proof of the result quoted 
above. Let R be prime, and suppose that cadaf = 0 for all a in R. Then for all e’, 
u' in R : 

c(e’ + wu’) d(e’ + wu’) f = ce’du'f + cu'de'f = 0 t 
whence, for all a, e, u, 
c(eca + afu) d(eca + afu) f = cecadafuf + cafudecaf = cafudecaf 


whence for all a, e either caf = 0 or decaf = 0 and so, for all a, e decaf = 0. Thus © 
either d = 0, or, for all a, caf = 0, whence we conclude that c = 0 or d= 0, or 
f=0. <a | | 
2. We now turn our attention to hyperplanes — or linear functionals — of a vector 
space. A division ring D we define to be an associative ring with identity in which 
every non-zero element is invertible. A right (left) vector space F over D is a unitary 
right (left) D-module of finite or infinite dimension. We shall denote by (x, y) the 
image of y in F under the linear functional x and shall call the set X of non-zero 
linear functionals on the vector space F over D a covering of F if for each y in F 


there is an x in X for which («, y) = 0. Clearly vector spaces of dimension 0 and 1 
le have no coverings. 


% Lemma 1. Let F' be a vector space over the division ring D, and let E be a space of : 


» linear functionals on F, and suppose that dim HE => 2. Then E contains a covering X 
ie of F for which 


ee (i) card X=q+1, of card D = q is finite, 
+ (ii) card X = card D, if card D is infinite. 


Proof. Let ao and z be linearly independent elements of H. Let 
X = {2} U {a =a + Az:AeED}. 
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' ‘If ye F, either (z, y) = 0, or else (2, y) = 0 where 1 = — (xo, y) (2, y)-1, whence 
X is a covering. 


Lemma 2. Le F be a vector space over D, with ene F = 2, and let X be a covering 
of F by linear functionals. Then 


(i) card X2>q+1, if card D = q is finite, 
(ii) . card X >No, if card D is infinite. 


-Proof. It is sufficient to prove that if D has at least r elements, where r is finite, 
then for all families {x1, ...,x;} of non-zero linear functionals on F there exists a 

y in F such that (xi, y) +0,7=1,...,7; and this we shall do by induction on r, 
_ Ifr =1, the result is ply true. Baia therefore that D has at least r elements 
and that we can find y’ and y’’ such that 


Oy ase Ogee Tc, fd 

be = (xi, y ) 0; eA Heese ah 

If ay = (ay, y') + 0, or By = (x1, y’”’) + 0 there is no more to prove. Otherwise, since 
D has at least r elements, we can choose 0 +A ¢€D, A4+— Bia, i = 2,... eal 


and verify immediately that y = y' + y’’A satisfies (a, y) +0, i = 1, 
We shall prove Lemma 3 because of its intrinsic interest when conned with 


- Lemma 2. 


Lemma 3. Let F be a finite-dimensional vector space over D, with dim F => 2, and 
let X be a covering of F by linear functionals. Then 


(i) cardXZ=q+1, tf card D=q is finite; 
(ii) card X Dcard D, if card D is infinite. 


Proof. This lemma will be proved by induction on the dimension n of F. If n= 2, 
there is a one-one correspondence between one-dimensional subspaces of /’ and their 
one-dimensional annihilators in the dual space H of F. Hence a covering X intersects 

each one-dimensional subspace of H, and since H has card D, resp. (¢-+1), one- 
dimensional subspaces the result is proved. Now suppose the lemma is true for spaces 
of dimension n—1, and let H be n-dimensional. Every covering X contains two 
linearly independent functionals xo, z. If for every x, = xo + Az (Ac D) there exist 
A €D such that A’x,¢ X, then the set {z} U {2’a,: Ae D} is contained in X and 
there is no more to prove. Otherwise, suppose A’ x, does not belong to X for all 4’ in D 
and let F’ be the (n—1)-dimensional subspace of F annihilated by ,. Then the re- 
strictions of the functionals of X to F’ are non-zero and hence form a covering of F’. 
The result now follows from the inductive assumption. 

In general, Lemma 2 cannot be improved for infinite dimensional spaces F’. For 
write F = F’@ F”, where F’ is of countable dimension, and let (y;), 7 = 1, 2,..., 
be a basis for F’. Define the linear functionals aj, 1 = 1, 2,..., by (#, yj) = dy, the 
Kronecker delta, and (a;, F'’’) = 0. Since each element of F is a linear combination 
of an element of F” and a finite number of the y;, the countable set {a;},7 = 1, 2,..., 
covers F. However, if the linear functionals are restricted to lie in a fixed dual space 

22* 
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of F, then more than a countable number of linear functionals may be required to 
cover F. For example, let F be a Hilbert space and identify F with one of its duals ~ 
in the canonical way. The hyperplanes orthogonal to elements of F are closed and 
nowhere dense in F in the metric topology. It now follows from the Baire Category 
Theorem ([2], p. 200), applied to the set-theoretic complements of the hyperplanes, 
that the union of a countable set of hyperplanes is properly contained in F’. 

In geometrical language, our lemmas refer to the coverings of a vector space by 
hyperplanes through the origin, but it is easy to see that very similar results may be 
proved for the coverings by hyperplanes that need not pass through this point. In 
fact, in the finite part (i) of our three lemmas, we need only replace (q + 1) by q, 
while the infinite part (ii) goes through without change. 


3. We now return to the study of prime rings with minimal left ideals. It is proved _ 
in JAcoBson ([3], p. 195 prop, 2), that a ring FR is prime if and only if every product 
of two non-zero ideals in R is non-zero. JACOBSON’s proof also establishes the follow- 
ing condition, which we wish to use: A ring RF is prime if and only if every product 
of two non-zero left ideals in R is non-zero. 

A ring R is called (left) primitive if there exists a faithful irreducible left R-module 
M. In order to make use of the structure theory of primitive rings we shall show that 
a ring with minimal left ideal is prime if and only if it is primitive. It is known ([3], p.195, 
prop. 1) that a primitive ring is prime. For proof, let MW be a faithful irreducible left 
R-module, and let J, K be non-zero left ideals in R. Since M is faithful, KM + 0, 
whence KM = WM since M is irreducible. Similarly /M = J(KM) = M, (JK) M = 
= M, whence JK +0, and & is prime. It may not be so well known that a prime - 
ring with minimal left ideal is primitive. For let WZ be a minimal left ideal and there- 
fore (since RM + 0 by primeness) an irreducible R-module. Since the left annihilator | 
of M is a left ideal I for which 1M = 0, we conclude, again by primeness, that J = 0 
_and so & is faithful on M. Thus the prime rings with minimal left ideal are precisely 
the primitive rings with minimal left ideal, or equivalently ([3], Chapter IV, 7—9) 
the subrings of the ring of linear transformations on a right vector space F over a_ 
division ring D which consist solely of transformations continuous with respect to 
a dual space # and contain all continuous transformations of finite rank. (A trans- 
formation on F is continuous with respect to H if it possesses an adjoint on Z.) In the 
proof of our theorem we may therefore assume that R is such a ring of linear trans-— 
formations and thereby we link our lemmas on coverings of vector spaces to the pro- | 
perties of prime rings. 


Theorem. Let R be a prime ring with minimal left ideal and let D be the divison ring — 
of R-endomorphisms of a faithful irreducible left R-module F. If D contains at least r 
elements, where ris a positive integer, then for each family {P1, Ps, ..., Pr+1} of non-zero 
elements of R, there ewists an A in R with PjAP2A +++ P,AP;4 +0. Conversely, if D- 
contains fewer than r elements and R is not a division ring, there exists a family {P3, 
Po, ..-, Pr+1} of non-zero elements of R such that PjAP2A-:- PyAPy41 =0 forall A 
in R. 

Proof. Let # be such that 2, F is a pair of dual vector spaces over the division ring | 
D. Let F contain all continuous transformations of finite. rank and consist solely of 


- Vol. XI, 1960 Hyperplanes and Prime Rings 325 


transformations on F, continuous with respect to the given pairing. Given the family 
PEP Bos vey P,+1} of non-zero elements of R, we will construct an A of rank 1 such 


_ that the product P,A P2-:- AP; + 0. Since each ieee (Oy there is a y; in F' for which 


Piys + 0. By Lemma 2, applied to coverings of H, the r elements P;y;, + = 2,...,7 +1, 


~ do not cover H; hence there exists an 2 in E such that 


(xo P;, ys) = (xo, Piys) +0, i=2,...,r 41. 


In particular, note that for i = 2,...,7r, a9 P; +0, and set 


Or+1 = (Xo, PritYrti) +0. 


Next choose xj so that a; P| +0; by applying Lemma 2 to F this time, choose yo in F 
so that 

a1 = (x1, Pi yo) = (1 Pj, yo) +9, 

Ot == (Koy £7 Yo)' = (tol; Jo) #0», be 2 T. 


Now define the transformation A on F by 


Ay = Yyo(%o, y)- 


Clearly A belongs to # since A is of finite rank and its adjoint A* is given by xA* = 
= (x, yo) x. Observe that ‘A Py+1y7+1 = yoorsi, APiyo = you, 1 = 2,...,7, and 
(x1, P iY) = 1. It follows that 


(a1, PrA Po ++ AP rit Yrit) = 0102 °°* Ors +0 


whence, for this A, P,AP2-:: AP;+1 +0. 


To prove the converse, we first note that if F has dimension one over D, then H 


- is also one-dimensional and fF is a division ring. So suppose that D has a finite 


number qg of elements and F is not a division ring. We need only consider the case 
r =gq +1. By Lemma], there exist non-zero 2, ..., %g+1 in H which cover F, since 


_ F and Z have dimension at least 2 over D. Let yo be a non-zero element of F, and 


define the linear transformations P; by 
Piy = yo(ar,y), t= 1,...5¢94+1, 
Pqi2y = Yo(Xo; y) » 


where wp is a non-zero element of H. If A is an arbitrary continuous linear transforma- 
tion on F, and if we write (x, Ayo) = fi, 1 =1,...,q + 1, then for all y in # 


(ao, PiA Po ++ APqt2y) = Bi f2°** Bari (xo, y) = 9 
since some f; = 0 by the covering property of x1, ..., %q41. Hence 
PyAP2 ++ APgie = 0, 


for all A in R. This proves the theorem. ae 
By inspecting the covering family of Lemma 1, we note that the transformations P; 


in the second part of the theorem may be taken as having a common one-dimensional 


range and a null-space of codimension at most two. Hence, the transformations of 


which can fe realized by the family 0 of mates of order : 2: 


ie A ade. : : as Mote ath fi WS 
ny Fs i oy cwtty: t x, ge 01 \ Jet pa] ae ¥; 
at D ee oi ay 1, eS ip P = . P. fe Z 
i? y= OO eee ise 00 Pye = 0 0} 
where J, = 0, Ads ees) Mes are the q' elements ee D, and fly fa are any ‘two elemen 
of D not both zero. Bins P hy aie ny 
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Compact Rings and Stone-Cech Compactifieations 


By Seto WaRNeER!) in Princeton (New Jersey) 


In section 1 we shall show that a locally compact, totally disconnected space Y is 
_ the Stone-Cech compactification of a discrete space if and only if a certain ring of 
_ functions on Y admits a compatible compact topology. In section 2 we shall show 
_ that a semi-simple ring admits at most one compatible compact topology. In section 3 
__we shall find all compact Boolean rings and discuss, more generally, the equation 
_ a” = x in compact rings. 


1. Stone-Cech compactifications of discrete spaces. The only non-elementary fact 
concerning topological rings we shall use here is that a compact ring whose left and 
_ right annihilator ideals are the zero ideal has a fundamental system of neighborhoods 
_ of zero which are ideals (by definition, a compact space is Hausdorff). For by a 
theorem of Anzai [1, Theorem 2; 9, Theorem 8] such a compact ring is totally dis- 
connected, hence admits a fundamental system of group neighborhoods of zero 
[8, Lemma 1; 4, Exercise 19, p. 33], and therefore also a fundamental system of ideal 
- neighborhoods of zero [9, Lemmas 9 and 10]. 


Theorem 1. Let Y be a locally compact, totally disconnected space, K a finite field 
equipped with the discrete topology, A the ring of all continuous functions with compact 
support from Y into K. Then Y is the Stone-Cech compactification of a discrete subspace 
X if and only if A admits a compact topology compatible with tts ring structure. Under 
these circumstances, A is topologically isomorphic with the ring K* of all functions 
_ from X into K, equipped with the Cartesian product topology. 


Proof. For any subset S of Y we denote by gg the characteristic function of S, 
and for any f ¢ A we denote by fy the restriction of f to S. If fe A, if A1,...,Am 
are all the non-zero elements of K, and if V; = f(A) for 1 <i <™m, then Sacke V; 


_is compact and open, and f = 3 f(A) py,. As Y is locally compact and totally 
j=1 


disconnected, every point of Y has a fundamental system of compact open neighbor- 
hoods [3, Corollary, p. 164]. Necessity: Every function g ¢ K* admits a continuous 
extension to Y [6, Theorem 6.5]. Hence Ff’: f > fx is an algebraic isomorphism 
from A onto K*. K*, equipped with its Cartesian product topology, is a compact 

ring. The inverse image of this topology under the algebraic isomorphism F is there- 
fore a compact topology on A compatible with its ring structure. 


1) The author is a National Science Foundation fellow. 
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Sufficiency: a Z be a compatible compact topology on A. For each xe Y let 
Mr = {fe A: f(x) = 0}, and let X = {ve ¥:Mz is a neighborhood of zero}. We 
assert that X is te in Y: If not, there exist p¢Y and a compact open neigh- 
borhood V of p such that for all xe V, Mz is not a neighborhood of zero. Then pv 
belongs to every neighborhood of zero: Let U be an ideal neighborhood of zero for ZT. 
For each x € V, ll is not contained in Mt,z, so there exists fz € WU such that fz(v) + 0. 
Then gr = f(x) fepv €U, gx(x) = 1, and the support of gz is contained in V. 
Let We =g(1). Then {Wz: xe V} is an open covering of compact V, so there 


Bae X1,+-.,%n € V such that U Wa, = V. For 1 Sk <7, let Wi= = Wz,, Ux = 
= =U W;, and let Up = @. Then gv = y Y 9k Pwe-Uia € U. Thus gy belongs to 
k=1 


ay neighborhood of zero, a contradiction of the fact & is sue Hence X i is 
dense. For any finite subset J = {a1,...,%m} of X, let My = Mz, 1 Me se 
an ideal neighborhood of zero. But {Qty : a is a finite subset of X} is a pan j 
system of neighborhoods of zero for a topology &’ on A compatible with its ring 

structure, since each ty is an ideal. Z’ is Hausdorff, for if fe Me, for all xe X, 
then f(a) = 0 for all x € X, a dense subset of Y, and therefore f = 0. Hence as TY’ 
is a Hausdorff topology on A weaker than the given compact topology T, J = DV’. — 
Now F': f + fx is an algebraic isomorphism from A into K* as X is dense. F is a 
homeomorphism into K*, equipped with its Cartesian product topology, for if J is” 
any finite subset of X, eet = {ge K* qn F(A): g(x) = 0 for all x Sa F(A) is 

dense in K*, for if 2, ..., 2m are distinct members of X and if A, ..., An belong 


to K, there exists fe A such that f(z) = A; for 1 <j Sn (we may take f = 5 Ay Py; 
j=1 ' 
where (Vj)1<j<n iS a sequence of pairwise disjoint compact open sets such that 
a; € V; for all j). Hence F(A) is compact and dense in K* and therefore F(A) = K*. 
In particular, A has a multiplicative identity, so Y is compact. Also, every function 
from X into K admits a continuous extension to Y since F is surjective. X is there-— 
fore discrete. Further, if S and 7’ are disjoint subsets of X, the function identically 
0 on S and identically 1 on X — S admits a continuous extension g to Y, and g*(0) 
and g* (i) are disjoint closed subsets of Y containing S and 7' respectively. Conse- 
quently, Y = BX, the Stone-Cech compactification of X [6, Theorem 6.4 (8)]. 


2. A uniqueness theorem for semi-simple rings. A well-known theorem of GELFAND 
[5, Theorem 17] asserts that a commutative semi-simple algébra with identity over 
the complex numbers admits at most one topology converting it into a Banach 
algebra. Analogously, we shall prove that a semi-simple ring admits at most one 
compact topology compatible with its ring structure. 

Such a uniqueness theorem cannot be expected for non-semi-simple rings: A topo- 
logical abelian group becomes a topological ring if the product of any two elements 
is defined to be zero, and there exist on the circle group G@ of complex numbers 
having absolute value 1 several compact topologies, compatible with the group 
structure of G, which are not homeomorphic. (The author is indebted to T. E. STE- 
wart for this observation.) Let us call the compact topological group G whose 
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topology is that inherited from the usual topology of the complex numbers the one- 
dimensional torus. Since G is divisible, G is the direct sum of its torsion subgroup 7 
and a vector space H over the rationals whose dimension is that of the continuum 
_[10, Theorem 4]. H is the direct sum of two subspaces K and L, each isomorphic 
with H. 7’ + K is therefore isomorphic with 7 + H = G@ and hence may be topo- 
logized so that it is topologically isomorphic with the one-dimensional torus. The 
character group of the discrete topological group of rationals is compact and alge- 
braically isomorphic with Z since it is divisible, torsion-free, and has the cardinality 
of the continuum. L may thus be topologized so that it is topologically isomorphic 
with the character group of the discrete group of rationals. Consequently, G may be 
_ topologized so that it is topologically isomorphic with the Cartesian product of the 
- one-dimensional torus and the character group of the discrete group of rationals. 
With this topology G is a compact two-dimensional topological group and hence is 


_ not even homeomorphic with the one-dimensional torus. ; 


The uniqueness theorem for semi-simple rings is a consequence of the following 
structure theorem of KapLtansxy [9, Theorem 16] for compact semi-simple rings: 


: Theorem. A compact semi-simple ring is topologically isomorphic with the Cartesian 

product of a family of finite simple rings, equipped with the Cartesian product topology. 

Sae [] #, is the Cartesian product of a family (Z,),-4 of rings, for each 
a 

BeA we denote by ing the canonical injection isomorphism of H, into H, defined 


by ing(x) = (#,,) where x3 = x, x, = 0 if a +f, and for each Be A we denote by 
prs the canonical projection homomorphism (x,) > xg from £ onto Ez. 


Lemma 1. Let EH = |] E,, be the Cartesian product of a family (Ey)xe4 of rings, 


each H, possessing an identity element 1,. Let h be a homomorphism from E into E 
‘whose restriction to D, the outer direct sum of (E,), is the identity automorphism of D. 
Then h is the identity automorphism of E. 

Proof. Let 1; = in, (1,) for all ae A. Let x = (x,) € H, and let h(x) = y = (y,). 
Then for each «eA, pr,(h(1,x)) = pr, (1,2) = 1, pry (#2) = ty, as ljveD, and 
pr,(h (1x) = pr, (h(1,) h(a) = pra (iy) = lapta(y) = Yq a8 Lie D. Therefore «, = 
= y, for allwe A, so h(x) =y = «&. 


-Aring A is indecomposable if A is not the direct sum of two proper ideals, If A has 
an identity, then A is indecomposable if and only if 0 and 1 are the only idempotents 
in the center of A. 


Lemma 2. Let (L,),c4 and (F's)gcp be families of indecomposable rings, each E,, having 
an identity element 1a, and let h be an isomorphism from ring E = [[ B, onto ring 


F=I[[F;. Then there exist a bijection o from B onto A and for each B € B an iso- 
B 
morphism hg from Ep) onto Fs, such that h((x,)) = (hg (aay) for all (x,) € B. 


Proof. For each « € A, let H, = in,(H,) and 1, = in,(1,). As Z has an identity 
element, so also does F and hence each Fz. Let Fg = ing(Fs) and 13 = ing (1,) for 
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a each f € B, where 1, is the identity element of F;. Let us call an idempotent e of 5 
2 a ring “minimal” if e + 0, if ¢ belongs to the center of the ring, and if for any idempo- 4 
tent f belonging to the center of the ring, either ef = 0 or ef = e. Clearly an isomor- — 
phism from one ring onto another takes minimal idempotents into minimal idempo- i 


: 
tents. By hypothesis, 1; is the only non-zero idempotent in the center of H;, 1; g the © 


“a only non-zero idempotent in the center of F;. Clearly, therefore, the minimal idempo- ; 
oR tents of ~H are precisely the elements 1;, « ¢ A, and the minimal idempotents of F — 
es are precisely the elements 1;, 8 ¢ B. Hence for each fe B there exists o(B) eA o 
such that his (Lp) = 1(g), and for each « € A there cae t(«) € B such that h(1;) =~ 
= liq). Since Lea aft (1 a) = = h~(h(1,)) = 1, for all «eA and similarly © 
1 0(8)) = = lp for all Be B, oot is the identity cere of A, too the identity 
mapping of B, and therefore o is a bijection from B onto A. Since E, = 1j,- E for 


£1.49 2e— bs 


cw all ae A and F; = 1,°F for all Be B, h( (Expy) = = h(1 oe) * h(H) =1,°F = F; for — 
Sa : all 6 € B. Therefore the restriction he of h to Expy i is an isomorphism from Ex) onto — 
a F; for all Be B. Let hg = prgo hgoi ing, an isomorphism from E,,g) onto F’;. As h ‘ 
a is additive, h((x,)) = (hg(a.p))) for all (a) €.D, the outer direct sum of (H,). Let — 


g: HF be defined by g((x,)) = (hp (a %a))) for all (x) € H. Clearly g is an isomor- _ 
phism from # onto F coinciding with h on D. Hence g* 0h is an automorphism of E ~ 

- whose restriction to D is the identity automorphism of D. By Lemma 1, g~ oh is © 
the identity automorphism of H, so h = g. 


Theorem 2. A semi-simple ring R admits at most one compact topology compare ‘ 
with its ring structure. 


‘oa Proof. Let &1 and X_ be compact topologies on R compatible with its ring struc- — 
i ture. By KapLansky’s theorem, there exist families (Z,),-4 and (F's)gc, of finite — 
simple rings such that if rings # = I H, and F = ald F; are equipped with their 


Cartesian product topologies, then are exist tenclocginal isomorphisms / from (R, 1) _ 
onto £ and g from (R, Zz) onto F. Leth = go f*. his then an algebraic isomorphism 
from EF onto F. A finite simple ring has an identity element [2, Corollary 4. 3B]. 
Hence by Lemma 2, there exist a bijection o from B onto A and for each f € B an 
3 isomorphism hg from Eg) onto Fg such that h((«,)) = (hg (x) for all (a,) ¢ E. 
For each we A let V, = dT Ys where Y, = H, for all Ac A — {a} and Y, = {0}, 


and similarly for each B € B let Ws = J[ Z, where Z, = E, for all ue B— {f} 


¥ 

aed ie 

og and Z, = {0}. The sets f~(V,), « € A, form a subbase for the open neighborhoods 

2 of 0 for topology &j, and the sets gy~(W,), B € B, similarly form a subbase for the ‘ 
: open neighborhoods of 0 for topology Tg. But h(V.4.g)) = Wg for all Be B. There- — 
a fore g~ (Wp) = g* (h(Vaigy)) = f (Vagy) for all Be B, and hence X = To. 


Bi: 3. Special compact rings. The following theorems are easy consequences of Ka- 
PLANSKY’s structure theorem for semi-simple compact rings. 


Theorem 3. A is a compact Boolean ring if and only if A is topologically isomorphic — 
with the Boolean ring ZX of all functions from some set X into the field Ze of integers 
modulo 2, equipped with the Cartesian product topology. 
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_ First proof. By Sronn’s representation theorem for Boolean rings [11, Theo- 
rem 67; 12, Theorem 1], A is algebraically isomorphic with the ring of all continuous 
_ functions with compact support from a locally compact totally disconnected space Y 
_ into Zz. The assertion therefore follows from Theorem 1. 
_ Second proof. A Boolean ring is commutative and semi-simple, for a non-zero 
idempotent cannot have an adverse (if 2 =x and «+ y—ay =0, then 22+ xy — 
— xy = 0,80 x + xy — cy = 0, and thus x = 0). Since a finite commutative simple 
_ ving is a field, by Kapiansxky’s theorem, therefore, A is topologically isomorphic 

with the Cartesian product of a family (Kz),<y of finite fields. Each element of K, 
must also be idempotent, so Ky, = Ze for all xe X as Zo is the only Boolean field. 
Thus A is topologically isomorphic with Z%. 

Another version of Theorem 3 is the followin: A compact Boolean ring is ree 
logically isomorphic with the Boolean ring of all subsets of some set X, equipped 
with the topology defined by the ideals {V;: J is a finite subset of X}, where 


Vie ZOCOR :Z0T= 9}. 


Theorem 4. Let A be a compact ring. The following assertions are equivalent: 

1° For each xe€ A there exists n > 1 such that x® = x. 

2° There exists n > 1 such that for each xe A, e®= 2. 

3° There exists an integer q such that A is topologically isomorphic with the Cartesian 
product of a family of finite fields, each having at most q elements. 


Proof. 1° implies 3°: By a theorem of JacoBson [7, Theorem 1, p. 217], A is com- 
mutative. If 2” = x and x +0, then x”~! is a non-zero idempotent belonging to the 
ideal generated by x. Hence {0} is the only advertible ideal of A, i.e., A is semi- 
simple. Consequently by Kapiansxky’s theorem, A is topologically isomorphic with 
the Cartesian product of a family (K,) of finite fields. Let ¢,, be the number of elements 
in K,. If {q,,} is an unbounded set, there exists a sequence (%;)~>1 of indices such 
that ¢,, > % for all k = 1. For each « let x, be a generator of the multiplicative 
group Kj of non-zero elements of K,, a cyclic group. By by porheais. there ones n 
such that (x,)" = (a,), i.e., a = x, for all «. In particular, #7, = xf, so ae tee Ee 
which is impossible since x, is a generator of a group having ¢,,— 1 = n elements. 

3° implies 2°: Let n = (q—1)! + 1, and let x = (a) e€ [[ K,, where each K, 


a 
is a finite field having at most q elements. If K, has q, elements, then the multi- 
plicative group K;, is of order q,—1 and hence if 2, +0, a4 = 1 as n—1 is a 
multiple of g,—1. Consequently #j = x, for all x, ¢ K, and all indices «, so 


(a7a)" = (2%) = (Xu) - 
Similar considerations yield the following theorem: 
Theorem 5. Let A be a compact ring,n > 1. Then x” = x for allxe A a and only 
if A is topologically isomorphic with the Cartesian product of a family (K,) of finite 


fields such that for all indices «, the order of the multiplicative group Kj, of non-zero 
elements divides n—1. 
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Fastgeordnete Kérper 


Von Hanrriep Lenz in Miinchen 


1. Grundbegriffe. K sei ein kommutativer1) Kérper. Unter einer Halbordnwng2) 
von K versteht man einen Homomorphismus § der multiplikativen Gruppe K* von 
_ XK in die Gruppe {1, —1}. Der Kern P = P, von § heiBt der Positivbereich der 

_ Halbordnung. Fiir hx =1 schreiben wir auch x > 0, fir x—y> 0 auch a> y 
oder y < x. Die triviale Halbordnung hat den Kern P = K*. Fiir die Grundlagen 
der Geometrie sind, wie in Abschnitt 4 gezeigt wird, spezielle Halbordnungen von 
Interesse, die wir Fastordnungen nennen wollen. 


Definition. Line Fastordnung eines Korpers ist eine solche Halbordnung, daf alle von 0 
verschiedenen Quadratsummen in ihrem Kern liegen. 


Diese Quadratsummen bilden eine Untergruppe Q von K*, und die Quadrate 
bilden eine Untergruppe Qo von Q. Im Fall Char. K = 2 ist Qo = Q. Die Faktor- 
gruppen K*/Q bzw. K*/Qo bestehen aus involutorischen Elementen und kénnen 
daher (bei Umdeutung der Multiplikation als Addition) als Vektorraéume tiber dem 
Primkorper der Charakteristik 2 aufgefaBt werden. Man findet alle Fastordnungen 
als Linearformen des Vektorraumes K “/Q, indem man eine Basis dieses Vektorraumes 
willkirlich in die Menge {1,—1} abbildet und diese Abbildung linear auf K*/Q 
fortsetzt. Ist m die Dimension von K*/Q, so gibt es 2™ Fastordnungen von K. Das 
Einselement von K*/Q sei mit 1 bezeichnet. 


Satz 1. Wenn K eine nichttriviale Fastordnung hat, so ist entweder Char. K = 2 
und K ist unvollkommen, oder K ist formalreell, also Char. K = 0. 


Beweis. Ist K nicht formalreell und Char. K + 2, so ist 
(* a ies (—1) (* 5 l= xeQ firalle x4 


d.h. Q= K™, und es gibt nur die triviale Fastordnung. 
Ist aber Char. K = 2 und Q = Qo + K%, so bildet der Isomorphismus w —> x? den 
Kérper K echt in sich ab, d. h. K ist unvollkommen und enthalt daher transzendente 


Elemente. 


0, 


TI 


1) Der Einfaehheit halber. 
2) Vergleiche E. SPERNER, Die Ordnungsfunktionen einer Geometrie. Math. Ann. 120, 107—130 


(1949); Beziehungen zwischen geometrischer und algebraischer Anordnung. 8.-Ber. Heidelberger 
Akad. Wiss., math.-naturw. K1. (1949); F. Bacumann und W. KiLINGENBERG, Uber Seiteneintei- 
lungen in affinen und euklidischen Ebenen. Math. Ann. 128, 288—30] (1951). 
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Wir setzen ab jetzt stets voraus, daB der Kérper K formalreell ist. 

Die Definition der Fastordnung kann fiir Schiefkérper ganz analog erfolgen; an 
Stelle der Quadratsummen treten dann die Summen von Quadratprodukten, die eine — 
Gruppe Q bilden, die alle Kommutatoren enthalt. : 

Wir wollen im folgenden die Halbordnung }: x — {1, pie und die zugehérigen 
Klassenabbildungen x Qo > hx baw. «@Q—> ha (falls } Fastordnung ist) mit dem- 
selben Buchstaben  bezeichnen und auch diese Klassenabbildungen Halb- bzw. Fast-— 4 
ordnungen nennen. Tatsachlich bestimmen die Klassenabbildungen auch umgekehrt 
die Halbordnungen § eindeutig. . 

Das Produkt zweier Halbordnungen }, ' ist definiert durch ) 
(1) (hh’) a = (hx) (hx) fiir alle eK”. : 
Die Halbordnungen bzw. Fastordnungen sind Linearformen der Vektorraume K*/Qo 
bzw. K*/Q. Die Halb- bzw. Fastordnungen bilden daher selbst Vektorréume tiber 
dem Primkérper der Charakteristik 2. Ein formal-reeller Kérper K heiBe schwach f 
euklidisch baw. euklidisch, wenn fiir:jedes c ¢ K entweder c oder —c Quadratsumme 
bzw. Quadrat ist. 

Beispiele fiir schwach euklidische Kérper: 1. Der rationale Zahlkérper R. 2. Jeder i 


euklidische, erst recht also jeder reell abgeschlossene Kérper. 3. Der Kérper R(y2), 
allgemeiner jeder Kérper aus reellen algebraischen Zahlen, deren algebraisch kon- 
jugierte Zahlen simtlich komplex (im Sinne von nicht reell) sind3). 4. Der Korper 


ord xe ok _ 
RZ. Vero. eV 2iaee) 

Ein schwach euklidischer bzw. euklidischer Korper hat nur eine nichttriviale Fast- 
ordnung bzw. Halbordnung; und diese ist dann eine Ordnung im gewéhnlichen ~ 
Sinne; denn ein formalreeller Kérper lit sich bekanntlich ordnen. Hat umgekehrt 
ein formalreeller K6rper nur eine nichttriviale Fastordnung bzw. Halbordnung §, so ; 
ist er schwach euklidisch bzw. euklidisch; denn der Index | K* :Q| bzw. | K* : Qo| 
muf dann 2 sein. Also besteht K* aus den beiden Nebenklassen Q, —Q bzw. Qo, 
— Qo, und daraus folgt die Behauptung. 


2. Ordnungen und Fastordnungen. Unter einer Ordnung eines formalreellen K6rpers | 
verstehen wir eine Halbordnung ) mit dem Kern P und der zusatzlichen Eigenschaft 


(2) P+P.CP; 


Mit anderen Worten: Die Summe zweier positiver Elemente soll stets positiv sein. 
Die triviale Halbordnung ist also keine Ordnung. Fiir eine Ordnung ist stets —1 é P. 
Daher fiihrt unsere Definition genau auf die iibliche Definition der Ordnung eines 
Kérpers. Kine Menge von Halbordnungen heift unabhangig, wenn das Produkt tiber — 
eine endliche nichtleere Teilmenge von ihnen niemals die triviale Halbordnung ist. 


Satz 2. Hat der Kérper K nur endlich viele Ordnungen, so erzeugen diese die Gruppe 
der Fastordnungen. 


3) Es geniigt, diese Eigenschaft von einer den ganzen Korper erzeugenden Menge reeller Zahlen 
zu fordern. 
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Beweis. & sei die Gruppe aller Fastordnungen, %’ die von den Ordnungen 
_ erzeugte Untergruppe. § und %’ sind Unterraume des dualen Raumes von K% /Q. 
_ Fir irgendeine Menge U von Fastordnungen (als Linearformen in K* /Q aufgefaBt) 
_ bedeute Fy den Durchschnitt der mod Q reduzierten Kerne P,, 1 € U, also 

Fy =.) Ps /Q. 
uel 

Nach einem bekannten Satz von Arty, der z. B. in dem Algebra-Buch von van 
_ DER WAERDEN zu finden ist, ist ein Element a € K, das bei jeder Ordnung von K 
positiv ist, eine Quadratsumme. Daher ist . 


Ree (1, 


_ Da nach Voraussetzung dim %’< oo ist, muB 3’ der ganze duale Raum von K* /Q 


_ und 


dim 3’ = dim K*/Q = dim § 


sein. Daraus folgt aber %’ = %, w.z.b.w. 

Nun sei & ein schwach euklidischer Unterkérper des reellen Zahlk6rpers und s eine 
Wurzel einer irreduziblen Gleichung n-ten Grades mit Koeffizienten aus R, die m 
_ reelle Wurzeln 51, s2,..., 8m habe. Dann hat K = R(s) genau m Ordnungen. Es 


sei hy (( = 1,..., m) die Ordnung von R(s), die sich ergibt, wenn man R(s) als iso- 
‘ morphes und ordnungstreues Bild von R(s;) betrachtet. Wir nehmen an, die Ord- 
nungen ;,..., 9m seien nicht unabhangig, etwa hi 2... hz die triviale Halbord- 


~ nung. Wir diirfen annehmen, daB s; < sg <-:: < sx sei. ¢ sei eine rationale Zahl 


zwischen s,-; und s;. Dann ist im reellen Zahlkorper 


(£ — 81) ((— Sa) ... ((— Sx_1) ((-— 8x) < 0 
oder 


Hibe... fe(t—s) =—1 


. _ im Widerspruch zu unserer Annahme. Es folgt 


Satz 3. Ist R ein schwach euklidischer Unterkérper des reellen Zahlkérpers und s Wur- 
zel einer irreduziblen Gleichung tiber R mit genau m reellen Wurzeln, so hat der Kérper 
K = R(s) genau 2™ Fastordnungen, darunter m Ordnungen. Fiir genau 2-1 Fast- 


— ordnungen fh von K ist }(—1) = —1. 
‘Hat ein Korper K unendlich viele Ordnungen, so mu8 dim K*/@ eine unendliche 
~ Kardinalzahl m sein, und die Anzahl der Fastordnungen ist 2”. 


3. Fortsetzung von Fastordnungen. Hilfssatz. K sei ein formalreeller Kérper, und 
(qéXK sei Quadratsumme, aber nicht Quadrat. Dann lapt sich jede Fastordnung } von 
KK auf den quadratischen Erweiterungskérper K(V/q) fortsetzen. Ist dagegen q keine 
Quadratsumme, so gibt es eine Fastordnung, die sich nicht auf K (Va) fortsetzen lapt. 


Beweis. Die letzte Behauptung folgt daraus, daB K sich so ordnen 1aBt, daB gq < 0 
wird. Nun sei g Quadratsumme. Wir zeigen, daB jedes a € K, das in K(V/q) Quadrat- 


i ate > all d . y ‘ t PAN epee eee py < 
; “or . f 
- ~ a 


336 H. Lenz ARCH. MATH. — 


summe ist, schon in K Quadratsumme ist. Es sei namlich 
= Vi (u+y 9? = Det+adv+ la deny. 


Wegen ae K muB das letzte Glied dieser Gleichung verschwinden. Daraus folgt } 
wegen qé@ die Behauptung. 

Es sei nun 8 = {x;7¢J} eine Basis von K* mod Q (d. h. eine Menge Sc K%, 
so daB die Nebenklassen a; Q, x; € 8, eine Basis von K*/Q bilden), wobei J eine 
Indexmenge ist. Bedeutet Q; die Gruppe der Quadratsummen in K(V/q). so ist die 
Menge % unabhingig mod @; denn ware etwa fiir paarweise verschiedene aj, , ..., Xi,E B : 


de BPMN FE Ne 


so ware, wie gezeigt wurde, xe€@, was der Basiseigenschaft von % widerspricht. 
Daher la8t sich 8 zu einer Basis $1 von K(/q)* mod Q; erginzen, und die Ab- | 
bildung 

y> hye, —} : 
lat sich von % auf $1 fortsetzen. Dadurch ist aber eine ) fortsetzende Fastordnung 
von K(V/q) bestimmt, w.z.b.w. 

Ein Korper heiBt pythagordisch, wenn er mit jedem Element a die Quadratwurzel 
aus 1 + a? enthalt. Der Durchschnitt beliebig vieler pythagoraischer Unterkérper 
eines kommutativen Korpers L ist pythagoraisch. Daher existiert zu jedem Korper K 
eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte pythagoréiische Hiille K, nimlich der — 
Durchschnitt aller in der algebraisch abgeschlossenen Hiille L von K liegenden und — 
K enthaltenden pythagoraischen Koérper. Die pythagoraische Hiille liegt in jedem — 
reell abgeschlossenen Korper zwischen K und LZ, und laBt sich daher ordnen, erst — 
recht also fastordnen. Dariiber hinaus gilt 


Satz 4. Jede Fastordnung eines Kérpers K lapt sich auf seine pythagoriische Hiille — 
K fortsetzen. 


Beweis. In der Menge Yt aller Zwischenkérper Z [K CZ C K] mit zugehdrigen 
Fastordnungen bz sei eine Ordnungsrelation < eingefiihrt. Und zwar bedeute — 
(Z, hz) < (Z’, hz), daB Z Unterkérper von Z’ und hz’ eine Fortsetzung von hz ist. 
Jede tan die Relation < linear geordnete Teilmenge 11C 3 hat eine obere Schranke, 
namlich die Vereinigung aller Kérper Z mit (Z, hz) € U, fastgeordnet durch die Ab- 
bildung 


a —> Hz, (x) 


wobei Z irgendeiner der in den Paaren (Z, hz) auftretenden und x enthaltenden 
Korper sei. Nach dem Theorem von Zorn hat J ein maximales Element (I, }q,). 
Ware M nicht pythagordisch, so gibe es ein ac M mit Jl+@ +a*¢M. Nach dem 


Hilfssatz lieBe sich hy auf M (Vi+a ++ a?) fortsetzen, und (M, }y) ware doch nicht 
maximal. Damit ist Satz 4 bewiesen. 


4. Anwendung auf die Grundlagen der Geometrie. Wenn in einem »-dimensionalen 
affinen Raum %t eine Seiteneinteilung nach SPERNER eingefiihrt ist, kann man fragen, 


te OTB IN os Tie + 
ees ire : 
Pi, 0 2 
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ob in dem Raum % Gruppen J’ von affinen Abbildungen mit den iiblichen Eigen- 
‘schaften der freien Beweglichkeit existieren. Wie R. BAER gezeigt hat‘), ist dafiir 

notwendig und hinreichend, da8 der Koordinatenkorper K kommutativ, formalreell 
_und pythagoraisch ist. [” ist bei geeigneter Koordinatenwahl, wenn man von den 

Translationen absieht, die volle orthogonale Gruppe zur quadratischen Form 


(1) (iby) eee 


Dann hat J" die Eigenschaften der freien Beweglichkeit hinsichtlich aller Fastord- 
-nungen f§ mit der Higenschaft )(—1)=—1. Die Betrachtungen des vorigen Ab- 
_ schnittes beweisen nun — was von vornherein zu erwarten war —, daB es mit der 
freien Beweglichkeit vertragliche Spernersche Halbordnungen, also Fastordnungen } 
mit )(—1) =—1 geben kann, die keine Ordnungen sind. Hs sei naimlich z. B. der Koor- 
dinatenkérper K die pythagordische Hiille des rationalen Zahlkérpers R. Der Kérper 
a R(y2, /3) gestattet 4 Ordnungen, also 16 Fastordnungen §, von denen 8 die Eigen- 
schaft )(—1)=—1 haben. Vier unter diesen sind keine Ordnungen. Diese Fastord- 
_nungen lassen sich nun auf K fortsetzen, und die Fortsetzungen sind selbstverstand- 
lich keine Ordnungen von K. 
Baut man die euklidische Geometrie nach H1itBErtT (Grundlagen der Geometrie, 
8. Aufl.) ohne Verwendung von Stetigkeitsaxiomen auf, so kann man die Kongruenz- 
axiome, die sich ja fortgesetzt auf die Seiteneinteilung beziehen, formulieren, ohne 
das Axiom II 35) (Grundlagen der Geometrie, 8. 5) zu verwenden. Daraus 1aBt sich 
die euklidische Geometrie bis zur Koordinateneinfiihrung und der Aufstellung der 
invarianten quadratischen Form (1) entwickeln. Das obige Beispiel eines fastgeord- 
_ neten, aber nicht geordneten Korpers zeigt also, daB das Axiom IT 3 nicht aus den 
_ ubrigen Axiomen der Gruppen I bis IV beweisbar sein kann. 
Bei den elementargeometrischen Konstruktionen verwendet man haufig die fol- 
- gende zusatzliche Forderung, die wir das Zirkelaxiom nennen wollen. 
_ (Z) Liegt der Punkt B zwischen den Punkten A und M, und ist g eine Gerade durch B 
(z.B. das Lot auf AJ), so schneidet g den Kreis um M durch A. 
Das bedeutet in der iiblichen Geometrie, daB der Korper K euklidisch ist. Das kann 
- ohne Verwendung des Axioms II 3 folgendermaBen gezeigt werden: 
Aus (Z) folgt leicht: Liegt der Punkt C zwischen den Punkten A und B, so schneidet 
das Lot in C auf AB den Kreis iiber der Strecke (AB) als Durchmesser. 
Das ist namlich klar, falls der Mittelpunkt M von (AB) mit C zusammenfallt. Ab 
jetzt sei M+C. Fiir drei verschiedene Punkte P, Q, & einer Geraden bedeute 
-(PQR) = 1 bzw. =—1, daB @ nicht zwischen bzw. zwischen P und Ff liegt. Fir 
- Zwischenbeziehungen, die sich durch Spernersche Halbordnungen beschreiben lassen, 
was auf Grund der Hilbertschen Axiome II 1, IT 2, II 4 (in der verscharften Form, 
daB eine Gerade stets keine oder zwei Seiten eines Dreiecks schneidet) zutrifft, ist 


(ACM) (BCM) (ACB) = +1, 


auf Grund der Voraussetzung also (A OM) (BCM) = —1, also entweder (ACM) = 
— — 1 oder (BCM) = — 1. Nach dem Zirkelaxiom (Z) folgt daraus die Behauptung. 


4) R. Baur, Free mobility and orthogonality. Trans. Amer. Math. Soc. 68, 489—460 (1950). 
5) Axiom II 3 sagt aus, daB von drei Punkten héchstens einer zwischen den beiden anderen liegt. 
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Algebraisch sagt sie folgendes aus: Wir legen die x-Achse durch AB mit A als Null- 


punkt, so da8 die Punkte C, B die Koordinaten 1, 6 erhalten. Dann ist nach Vor- 
aussetzung 0 <1, 1 <b. Ist P ein Schnittpunkt des Kreises iiber (4B) mit dem 


K6rper ist also im tiblichen Sit geordnet on onkiidicale 


Fordert man also das Zirkelaxiom (Z), so wird das Anordnungsaxiom II 3 iene 


EC || BD, BC || AD Skistieren : 
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Uber die beiden kleinen Satze von Pappos 


Von Hernz Linesoure in Frankfurt (Main) 


_ 1. Spezialisiert man die erste hexagonale Fassung des Satzes von Pappos, indem 
_ man verlangt, daB die Diagonalpunkte kollinear sind bzw. die Diagonalen durch einen 
_ Punkt gehen, so erhalt man zwei SchlieBungssatze, die man als den kleinen axialen 
_ bzw. den kleinen zentralen Satz von Pappos bezeichnet. Diese beiden Sitze sind dual 
- zueinander, man weif jedoch nicht, ob sie gleichwertig sind (P1cKkERT [3], S. 153). 
Beide Satze folgen aus dem kleinen Satz von Desargues (PIcKERT [3], S. 154, Satz 16). 
Es ist ebenfalls noch unbekannt, ob der kleine Satz von Desargues aus einem der 
beiden Satze folgt. In endlichen Ebenen lést folgender Satz diese beiden Probleme. 


: Satz 1. In einer endlichen projektiven Ebene folgt aus dem kleinen axialen Satz von 
_ Pappos der allgemeine Saiz von Pappos. 


Aus dem kleinen zentralen Satz von Pappos folgt dann in endlichen Ebenen natiir- 
lich auch der allgemeine Satz von Pappos und die beiden genannten SchlieBungssatze 
_ sind dann auch gleichwertig. 

2. In diesem Paragraphen stellen wir einige Hilfsmittel zusammen, die wir im fol- 

genden bendtigen werden. 

Der kleine axiale Satz. von Pappos, als Thomsenbedingung aufgefaBt, lautet: Sind 

P, Q, R drei kollineare Punkte mit P + Q + R + P, dann folgt aus 


AR=BR, AP=FP, AQ=CQ, 
CR=DR, BP=DP, BQ=E£EQ, 
-ER=FR, CP=EP, ; 


daB auch DQ = FQ gilt. 

Ferner benétigen wir noch folgen- 
de Abbildungen einer Geraden auf 
- sich: P und Q seien zwei verschie- 

dene Punkte einer projektiven Ebene 
©. Ferner sei g eine Gerade von & 
mit P, Q ¢ég. Weiterhin sei 


R= 7 OrPQ. 


Ist X €g und h eine Gerade von © mit FR Ehundh + PQ, dann ist 
X—>(XPNAQNG=X*,, «=a(h, P,Q) 


23* 
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eine projektive Abbildung von g auf sich. Die Menge 

GP? — fa(h, P,Q): Reh, h + PQ} 
ist eine Menge von projektiven Abbildungen von g auf sich, die scharf transitiv ist auf 
g — {RB}. 


Hilfssatz. Ist G eine Gruppe mit einem von 1 verschiedenen Zentrum und hat jedes 
Element von G Primzahlordnung, dann ist G eine p-Gruppe. 


Dieser Satz ist wohl bekannt (vgl. z. B. Hiamay [2]), der einfache Beweis jedoch sei 
der Bequemlichkeit des Lesers halber noch einmal durchgefiihrt. 


Beweis. Sei « +1 ein Zentrumselement von G, sei fe G und f +1. Sei ferner 


o(a) = p. Ist «8 = 1, dann ist « = 6-1 und folglich 0(8) = p. Sei also af +1. Aus 


ap = Ba folgt, da o(af) = o(«)0(B) (o(a), o(B))-+. Nun ist o(«) eine Primzahl, 


woraus folgt, daB 0(f) = o(«) = p sein muB, q. e. d. 


3. Satz 1 folgt nun aus dem etwas allgemeineren 


Satz 2. Hine endliche projektive Ebene © ist genau dann desarguessch, falls 
(a) in & die kleine Reidemeisterbedingung gilt und 
(b) es dret verschiedene kollineare Punkte P, Q, R und zwei Geradenh,g mitg +h + PQ 


+gund Reh, g gibt, sodap die Thomsenbedingung fiir das (P, Q, R)-Gewebe gilt, 


falls A, Begund C, Deh. 


Beweis. DaB (a) und (b) notwendig sind, ist trivial. Sei also © eine endliche Ebene, — 


die (a) und (b) erfiillen mége. Nach GLEason ({1], Theorem 2.5) ist © desarguessch, 
falls wir nachweisen kénnen, daB die Ordnung von & eine Primzahlpotenz ist. Aus der 
kleinen Reidemeisterbedingung (zur Definition vgl. Pickmrt [3], 8.52) folgt der 
Sechsecksatz (PicKERT [3], 8. 54). Nach [3] (8. 284, Satz 4) gilt dann in © auch die 


dreifache Ausartung des Satzes von Desargues und dies ist nach [8] (S. 284, Satz 3) — 
gleichwertig damit, dafs jede von einem nichtausgearteten Viereck erzeugte Teilebene — 


von & eine Ebene tiber einem Primkorper ist. P, Q und g mégen dieselben Bedeutun- 
gen wie unter (b) haben. Wir betrachten nun die Menge GP @ die nach GLEASoN ([1], 


Lemma 2.2) wegen (a) eine Gruppe ist. Sei 1 + 6 € G. Sei ferner A eg — {R} und . 


A’ — B. Aus 6 +1 folgt, daB auch A + B ist. Die Punkte A, B, P, Q erzeugen also 


eine desarguessche Ebene &’ der Ordnung p. Wegen A, B, P, Q € & konnen wir f auf- 


fassen als Element von @,”®, falls man die in Abschnitt 2 definierten Mengen von 
projektiven Abbildungen in ©’ mit dem Akzent versieht. Nach [1] Lemma 2.1 folgt, 
da A Fixelement von f? ist. Da G reguliir ist, folgt wiederum, da £? = 1 ist. Jedes 
Element von G?® hat also Primzahlordnung. Wir betrachten nun die Abbildung 


a = a(h, P, Q) von g auf sich. Hierin sei h die unter (b) genannte Gerade h. Aus h +9 - 


folgt, daB « +1 ist. Sei ferner 6 = B(k, P, Q) € Gre und X eg — {R}. Die Punkte. 


C=XPOhA=CQN9,F=APNk,E=CPOk, B= EQNgD=BPOh 


erfiillen nun die Voraussetzungen mit den einschrankenden Bedingungen (b). Also ist — 


DQ = FQ, woraus, da X beliebig war, «f = Ba folgt. Da B beliebig war und « +1 
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_ist, folgt, daB das Zentrum von GP ® von 1 verschieden ist. GP 2 ist also nach unserem 
Hilfssatz eine p-Gruppe. Aus 0(&) = 0(G?®) folgt dann, da& die Ordnung von € eine 
_ Primzahlpotenz ist. Nach dem anfangs zitierten Satz ist also © desarguessch. 

Satz 1 folgt nun aus dem Satz 2, wenn man noch bemerkt, daB8 aus der Thomsen- 
_ bedingung in € die Reidemeisterbedingung in © folgt (PicKERT [3], 8. 59). 
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P 

On the Summability of the Dirichlet’s Product of Summable Series ; 
By Pramina Srivastava in Allahabad (India) | 

. t 

; 


1.1. Given two infinite series ))a, and >'bn, we associate with these summa-— 
bility by Riesz means of type 2 and type yw respectively. We form the sequence of - 
numbers vn, which are numbers Ap + fg arranged in increasing order of magnitude : 


and associate summability by Riesz means of type v with the series > cn, Where — 


~ 


Ch = > Ap bq e+ 
‘ Mp=Apt Ug ‘ 
The series }' Cn is defined to be the Dirichlet’s product of Y' dy and >’ by of type 
(A, u) [4], [5]. If An = fn = n, then the Dirichlet’s product is precisely the Cauchy — 
product. In the present paper we are concerned with the case Ayn = un = logn. — 


1.2. The following theorem is due to Bour [2]. io 
Theorem A. If ' 


(i) >’ ann-s is summable of rith order 
and 
(ii) > by,n-8 is summable of roth order, 
both for o > 01), then the product series 


(iii) denn (cn = Yi aybm, lm =n) 
is summable of Rth order, OS RSry+7r2+ 1,72 ]11, for o > D, where 


rg — R, for R+n-+1Sre, 
(r+ 13 +1— RQ), for R--1+1lere. 


Here and in what follows, when summability of an order, say kth, is referred to, 
the type may be taken to be either » or log n. Since the abscissae of summabilities 
(R, log n,k) and (R,n,k) for the series >’ Anns are equivalent [5] and we are 
concerned with summability in a half plane only, both types of summabilities amount — 
to the same thing. 

Bour [2] showed, moreover, the result of Theorem A to be the best possible by — 
proving that, for arbitrary given values re >r; >0,0< R<7ry4+re+1, there 
exist two Dirichlet’s series (i) and (ii), which, in the half plane o > 0, are summable 
of the r; th order and the rgth order respectively and such that the product series (iii) 


@ = Piri, re, R) =| 


1) o denotes the real part of the complex variable s. 
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has exactly the number ®(r1, r2, R) of Theorem A as the abscissa of summability 

_ of Rth order. 

We obtain in Theorem 1 of this paper an upper bound for the abscissa of absolute 

_ summability of the product series > cnn similar in nature to that of Theorem A 
for ordinary summability. We show in Theorem 2, again, as in the case of ordinary 

_ summability, that this estimate can not be improved upon. 


2.1. We prove the following theorems. 


Theorem 1. Jf 
(i) Diann-s is summable | C,1r1| 
and 
(ii) Diba ns is summable |C,re|, | 
both for o > 0, then 


ss (iii) Denn = (Cn = >. a1bm, lm =n) 
is summable |C, R|,r2 271 20,05 RS1+712, for o> O, where 
ro — B, for RSrg—ny, 


O= O(n rs; RY = 1(r) + 12—R), for REre—nr. 


Theorem 2. For arbitrary given values re >11 20,05 R114 12, there exist 
two Dirichlet’s series (i) and (ii), which, in the half plane o > 0, are summable | C, r1| 
and |C,r2| respectively and are such that the product series (iii) has, as abscissa of 
- summability |C, R|, exactly the number O of Theorem 1. 


2.2. Given below are lemmas required for the proof of Theorems 1 and 2. 


Lemma 1 [10]2). Let gx denote the abscissa of summability | R, A, k| or | R, e*”, k| 
of Sane". Then gx is a convex function of k. 


Lemma 2 [7]. If >) an is summable |C,k|, then >’ ann is summable |C,k—r|, 
wherek>OandO<r<k. 

Lemma 3 [8]8). If >i an is swmmable | R,2,k| and > by is swmmable | R; yu, UI, 
then the product series >’ Cn is summable |R,v,k+]]. 

Lemma 4 [8]. If the series )\ ane~’”’ is summable | R, A, k|, at s = so, then 

f(s) = O(|t|*), s=o+it, 

as t > 00, for Re(s) = oo + € > a0, where f(s) denotes the sum function of the given 
series > ane". 

Lemma 5 [3]. If >! aniz* is summable (R,1,k), for Re(s) > 0, then > anl,° is 
summable |R, 1, k + 1| for Re(s) > 0. 


2) For An = log n, this has also been proved by Ricuerr [9]. 
3) See also [4]. 
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3.1. Proof of Theorem 1. Let Y(c) denote the absolute summability function for 
the series )' cy n~*: that is to say that if g, denotes the abscissa of summability |C, k| 
(or | R,n, k| [6]) of >) enn™, then : : 

0, for o> 90, 
ies he for o> gk. 


Thus Y(c) is the inverse function of the abscissa gz — a monotonic decreasing func- 
tion — and therefore, by Lemma 1, ¥/(c) is also a convex and therefore continuous 
[12, § 5.31] function of o. 

By the hypotheses and Lemma 3, >) enn is summable |C, 71 + r2| for o > 0. 
Further, since rg => 71, by Lemmas 2 and 3, » enn is summable |C, T3 — r1|, for 
o > 7ry, and summable | C, 0|, for o > rg. From these we obtain 


ri +123;, $0, 
Vio) Ss fYea—1, O>171, 
0, o> re. 
If we denote by A, B and C the ‘points (72, 0), (71, 72 — 11) and (0, 7; + rg) in the 


(co, k) plane, then the convex summability curve ¥Y(c) can not pass over the broken 
line ABC. The lines AB and BC are given by 


(1) k|(o — re) = (re—11)/(r1— 72) or k+o0—re=0, 
and 
(2) (k—ry + re)/o = (ra —71 — 171 + r2)/r1 or k+2o—(ri+re)=0. 


Hence, on the line ABC, when k = R < rp — 171, o = r2 — R, and when k = R= 
= rg—11, 6 = }(r1.+ r2— R). Therefore, when k = R, 
rg— Rk, , for RS re—r}, 


Yio) Ss 
(0), = | s(11-+r2e—R), for RSre—r. 


Hence >’ c,n* is summable |C, R|, for ¢ > O, as required. This completes the 
_proof of the theorem. 


3.2. Proof of Theorem 2. Here we make use of the Lindeléf y function (co) => 0 
which is the least number mu such that 


f(s) =D) Ann? = O(\t|*), for, > p. 


> 


The function y(c) is a continuous convex function of o which is zero for ¢ > 90 
[5], [12]. Since the abscissae of summabilities | R, log n, k| and |C, k| for the series 
>» Ann-* are the same [11], by Lemma 4 it follows that the Dirichlet’s series }’ A,n-8 
can not be possibly summable | C, r| farther to the left than its sum function f(s) is 
regular and has the w function less than or equal to r. : 

It was shown by a construction, by Bour [1], [2], that there exist Dirichlet’s 
series (i) and (ii), which, for ¢ > 0, are respectively summable (C, r;) and (CG, To), 
and therefore summable |C,1r,| and |O,rg|, where ry = 7, +1, r2 = r, +1, by 
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Lemma 5, and whose yw functions i (c) and [a(o) are given respectively by 


0, Cees Ti 
f1(o) = 
ieltta 75) So S71, 
0, CG =a, 
12(o) = 
Ria Oneats V5 ‘Cais. 


~ and such that m3(c), the w function of the product series (iii), is given by Hg (O)o—= 
= Mi(0) + pe2(o), for o = 0. Hence 


OF o62=r=N1, 


b3(o) = ) re—"11, C=11, 
ry +f, o=0. 


If we denote the points (rz, 0), (71,7z2— 71) and (0,71 + rg) in the (o,&) plane 
by H, F and G, then HF and FG are given by the equations (1) and (2) of Theorem 1 
and on the line HFG the value of o, at k = R, is given by O of Theorem 1. There- 
fore the abscissa of summability |C, R| must be greater than or equal to 9. Hence 
the theorem follows. 

I thank Prof. B. N. Prasap for his kind help in the preparation of this paper. 
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On Averages of the Riemann Zeta-Function 


By C. R. Putnam in Lafayette (Ind.) 


1. The Riemann Zeta-Function ¢(z), where z = o + it, can be represented in the i. 


half-plane o > 0 by the expression 


co 


(1) C(z) =2(2—1)1—2zf g(x) eda, 
/ 0 


where, for 0 <x < oo, g(x) = (e* — [e*]) e-™ on logn <a < log (n + 1); see [2] 
and the reference there to [4], p. 14. Consequently, 


(2) fo) cos (tx) dx = (6 — 1)/[(¢ — 1)? + #] — [oA (t) + tBY)]/(0? +P), 
0 


where A(¢) and B(t) denote, respectively, the real and imaginary parts of €(z) and 
o > 0 is fixed. If one puts g(— x) = g(x) and defines 


(3) (a) =Sgw@+2xk/g) — (q=const. > 0), 


then 
2n/q i) 


f G(x) etane da = f g(x) fanz da. 
0 —oo z 


4 


If Ay, = A(ng) and By, = B(ng) for n = 0,1, 2,..., it readily follows from the — 


A 


estimate ¢(o + it) = O(t/2) (cf. [4], p. 82) that 


2n/q 


(4) f G(x) cos (qn) dx = — 2 By|/ng + O(n-3/2) . 
0 


It was noted in [2] that the right and left hand limits G(x + 0) exist for all « and 
that G(x), of period 2z/q, possesses at least one discontinuity on 0 <a < 2a/¢. 
(Actually the discontinuities of G(x) are dense on any interval; see the Appendix 
below.) Implications of these facts concerning the non-existence of a periodic or 


“nearly’’ periodic sequence of zeros of B(t) were drawn in [2] and [3]. In the present | 


note, certain results concerning averages of the sequences A;, Ag,... and By, Bo, ... 
will be obtained. 


Let 


n ¥ n 
n=n1> By and T,=n13 Sx. 
k=1 k=1 
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*, 


Then the following theorem will be proved: 


Theorem. 
(I) lim By does not exist; in fact, 


(5) 


lim inf Bn <0 <limsup By. 

N—> co n—->oco 
(Il) If, for instance, By is half-bownded, so that either By > const. or Bn < const., 
then 


— (6) lin Si, = 0. 


i (IV) The two Fourier series 


— (8) > Sz k-1 coskx and 
k=1 


nN—>co 


(III) In any case (with no hypothesis on the Bn) 
(7) lim 7, =0. 


n—> co 


S;,k-1 sin kx 
k=1 
are convergent everywhere and even uniformly on 0 <e <a <2n—e. 
(V) Results similar to those of (I)—(IV), but where Bn, whereever it occurs (in par- 
ticular, in the definitions of Sn and Tn), is replaced by 1 — An, also hold. 


It was shown in [2] that the sequence B,, Bz, ... does not have the limit 0. Part (I) 
thus generalizes this result and asserts that the sequence does not have any limit 
whatever. It is to be noted that (I) and (II) represent certain extremes in that they 
claim the non-existence and existence, respectively, of the corresponding limits with 
no hypothesis on the sequence. The assertion of (II), under the half-boundedness 
restriction of the sequence, is a compromise between (I) and (III). Whether the 
hypothesis of half-boundedness in (II), which is used here only as a sufficient con- 
dition to assure (6), can actually be fulfilled will remain undecided. It will also remain 
undecided whether (6), which of course implies, but is not implied by, (7), is true 


without this (or any) hypothesis. 


2. Proof of (1). Since the limits G(a + 0) exist for all «, it follows that the series 


> B,k-1 cos kx is Cesaro summable (C,1) for all x (cf. [5], p. 45); in particular 
k=1 . 
3 Byk- is summable (C, 1). Now, if = X is any discontinuity of G(x), so that 


k=1 
G(X + 0) — G(X — 0) +0 (as noted earlier, such an X exists), then a result of 


Luxacs (see [5], p. 28) yields the limit relation 
lim og n)13) By k-1 sin Ex| +0 
N—>0o k=1 

and hence 


Lae: lim int | B;,| k-1/log n| >0. 


k 


i 
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But 
n n n 
> [Be] 2 = Bek — 2D By kt, 
al 1 if 


where 3’ denotes a summation over those k for which By < 0. Now, if it were possible © 


n 
that lim inf B, = 0, then, since ¥ k-! ~ log n, it is clear that $)’ is 0 (log n). That 
= : 
n 
lim inf B,k/logn <0 


is an easy consequence of the (C, 1) summability of the series z B;,k-1, and a contra- 


diction is obtained to (9). Thus the first inequality of (4) is Bice the proof of the 
second is similar. 


Proof of (II). An arbitrary (C, 1) summable series : b;/k is known to be con- 
vergent if the sequence 6j, b2,... is bounded (Hanoy) or even ca half-bounded. 
(Lanpav); ef. [1], p. 121. Since any convergent series 5 a, satisfies > kax = o(n), the 


assertion (5) now follows by putting b, = By, and ay = B,/k. 


Proof of (III). It is known that a necessary and sufficient condition in order that — 


a series >) a; be (C, 1) summable is that 
: co n 
Ln ( >» tax] 
n=1 k=1 


be pony etee ns: see [1], p. 122. In the present case, since }} B,/k is (C, 1) pees it 
k=1 n 
follows that z S;/k is convergent and hence necessarily I kS,/k = >, S,; = 0(n), 


that is, (7). 
Proof of (IV). If a, = S;/k then 
Ak — ak41 = (2k + 1) Sx/k(k +- 1)2 = Brsal(k + 1)2, 


Since, as was acted above, By = O(k!/2) then Sz = O(k1/2) and so az — ax41 = O(k-3/2) 


and hence }} 3: |x -- ax+1| < co, Since a,->0 as k->co it follows that the series (8) 
are both sihifoenaly convergent on 0 << ¢ [x < 2% — ¢; see [5], p. 3. Since z Sx[k 


is convergent, as was noted earlier, the first series of (8) converges also at x = 0. 
Since the second trivially converges when a = 0, the proof of (IV) is now complete. 


Proof of (V). Corresponding to (2), relation (1) also implies 


f g(x) sin (tx) dx = t/[(o — 1)? + ®] + [—t A(t) + o B()]/(o2 + 2). 


beh. 
RAM 

Py \' 

ray 
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Since this last expression is equal to (1 — A)/t + O(¢-/2), it is clear that, if one puts 


g(—x) = — g(x) and defines G(x) by (3), then the n-th Fourier coefficient of G(z) is 
given by 2(1 — An)/ng + O(n-*/2). Consequently, theorems corresponding to (I) 


_ to (IV), with similar proofs, now hold if By is replaced by 1 — An. 


3. Appendix. It was shown in [2] that 


(10) 2ak/q +log(mn), where k,n =1,2,..., 


- holds for some integer m = 2. (Actually in [2] the inequality of (10) was stated for 


k= 1,2,.., and n = 2,3,..., but it is clear that its validity is thereby implied, for 


_k=1,2,..., when n = 1 also.) From this it followed that the function G(x), defined 


by (8), in the case g(— x) = g(x) (or, for that matter, when g(— x) = — q(x), as in the 


_ proof of (V) above) had a discontinuity at 2 = log m. If N = 2,3,... and n is re- 


placed by m*~n it is seen from that argument that G(x) has discontinuities also at 
all points « = N log m, N = 1, 2,.... Moreover, it follows that the period 22/q of 
G(x) and log m are incommensurable. Otherwise, if 22/q¢ = (a/b) log m where a, b 
denote positive integers, then 27b/¢ = log(m*%) = log(mm-1) and a contradiction 
to (10) is obtained. Consequently the discontinuities of G(x) are surely dense on 


(0Se¢ S2a/¢. 
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A Series considered by RAMANUJAN 
By R. P. Boas, Jr. in Evanston (Ill.) 
The function f(x) defined by ; 
2 nn-l § 
(1) xf (x)= >) -- (fenA) me > Ds ; 
Sim 4 


occurs in a problem set by RaMANuJAN [3, p. 332, problem 738]. The function was 
investigated by AuLucK [1] and by Coowxa and AvuLuck [2], who conjectured that _ 
f(a) is completely monotonic for « > 1, thatis, that (—1)*/ (x) 2 0,k = 0,1, 2,....— 
This inequality is known to hold for k = 0, 1, 2, 3, 4 [5]; on the other hand Sau [4] 1 
showed that af (a) and e*f (x) are not completely monotonic. a 
I prove here that in fact f(a) is not completely monotonic on any interval (c, 2). 
If f(z) were completely monotonic on some interval (c, co) it would, by a well- 


known theorem, be represented on (c, cc) by a Laplace-Stieltjes integral and so would ~ 


be the restriction to the real axis of a function that is analytic in a right-hand half-_ 


plane. (See, e.g., [6].) We shall, however, show that (1), with z = « + ¢y written for, — 
defines a function that is analytic on the ray x > 1 and has singular points in every © 


right-hand half-plane. 


Consider 
bee nn-1 wr 
Eh) es 
n=l 


which is regular for |w| < 1/e. The series for F’(w) has positive coefficients and di- _ 


verges at w = 1/e, so that F’ (w) — co as w > 1/e along the radius 0 < w < L/e. 
The series (1), with z for x, converges uniformly on compact subsets of the region R 
containing the ray x > 1 in which |ze-#| < 1, and so represents an analytic function 


: 


f(z) in BR, Since zf(z) = F(ze-*), we have (zf(z))’ = F’ (ze-*) (1 —z)e-*. Therefore at — 
any point ¢ +—1 where te~t = l/e, we have | (zf(z))’|+ oo as z >¢# through real — 


values less than 1/e. Consequently zf(z) has a singular point at t, and since z + 0, so 
does f(z). 

To complete the proof we have only to verify that ze-* = 1 /e has roots in every 
right-hand half-plane. It is not difficult to estimate the roots with sufficient accuracy 
for this purpose. Their locations are actually known with much more precision than 
we need [7]. A shorter but less elementary argument is that since the entire function 
ze~* takes the value 0 only once, it must take every other value, and in particular the 
value 1/e, infinitely often, by Picard’s theorem. The roots of ze-? = 1/e cannot have 
a finite limit point, and they lie on the curve |ze~#| = 1/e, whose equation can be 
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written x = 1 + log |z|. This curve consists of a closed loop around the origin and 
two arcs on which x -> + oo as |2| —> oo, as the second form of its equation shows. 
Hence there are roots of ze? = l/e, and consequently singular points of f(z), of 
- arbitrarily large real part. . 
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Einige Eigenschaften der Fourier-Stieltjes-Transformation 


Von Hetnz Konia in Aachen 


1. Einleitung. Unter einer Verteilungsfunktion verstehen wir eine in u = 0 mono- 
ton wachsende und beschrankte Funktion ®(u) mit ®(0) = 0 und 


P(u) => (O(u + 0) + ®(u—0)) 


in u> 0. Eine normierte reellwertige Funktion ®(u) von beschrankter Variation — 
in w => 0 nennen wir eine Belegungsfunktion. Wir betrachten die Fourier-Stieltjes- 
- Transformierte 


(1.1) P(t)= one tudD(u) int >0 
0 


der Belegungsfunktion ®(wu). Die Ergebnisse dieser Arbeit sind im allgemeinen nur. 
fiir Kosinus-Transformierte P(t) richtig. 

Den Ausgangspunkt bilden die Arbeiten [3, 4] von P. L. BurzEr und die gemein- | 
same Arbeit [5] mit dem Verfasser, in denen es sich um die Anwendung der Fourier- 
Stieltjes-Transformation in der Approximationstheorie handelt. Die Hauptrolle in 
diesen Arbeiten spielen die beiden folgenden Bedingungen an die transformierte 
Funktion P(t), deren erste von Herrn ButTzER und deren zweite vom Verfasser ein- 
gefiihrt wurde. 


I. Die Funktion SNe EL besitzt bei der Bewegung ¢ > + 0 einen endlichen 


Grenzwert. 


IT. Die Funktion a NE ist als Kosinus-Transformierte einer Belegungsfunk- 
tion darstellbar. 

Hierin ist A > 0 eine feste Zahl. Bedingung I ist also eine Folge von II. Sie ist | 
moglicherweise aquivalent mit IT, aber diese Frage kénnen wir im folgenden nicht 
entscheiden. 

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir die Aufgabe, die Bedingungen I und II 
unmittelbar als Bedingungen an die Belegungsfunktion ®(w) zu formulieren. Wir 
haben zumeist ®(u) als Verteilungsfunktion und mithin P(t) als positiv-definit im 
Sinne von Bocuner [2] vorauszusetzen. Dann ist notwendig 0 < A < 2. Der in Ab- 
schnitt 2 behandelte Fall A = 2 diirfte von der Wahrscheinlichkeitstheorie her weit- 
gehend bekannt sein; vgl. etwa Lobvn hu § 12. Hier sind I und IT aquivalent mit 


der Endlichkeit des zweiten Momentes J u* d®(u), und die Funktion ae ist 


stets positiv-definit. 
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Der Fall 0 < 4 < 2 ist wesentlich schwieriger. Wir setzen yp (u) = B(co) — B(u) 
in wv = 0. Nach Abschnitt 4 ist Bedingung I genau dann erfiillt, wenn die Funktion 
_ u’y(u) bei der Bewegung wu —> co einen endlichen Grenzwert besitzt. Der entschei- 
dende Punkt ist der in Abschnitt 3 bewiesene Tauber-Satz, von dem unten noch die 
Rede sein wird. Bedingung II ist nach Abschnitt 5 immer dann erfiillt, wenn die 
Funktion wu’ p(w) in uw = 0 von beschrankter Variation ist. Ein einfaches Beispiel 
_ zeigt aber, da diese Bedingung im allgemeinen nicht mit IT aquivalent ist. 

In Abschnitt 6 behandeln wir alsdann den Fall 4 = 1 und stellen den Zusammen- 
hang der Bedingung II mit der Hilbert-Transformation her. Unser Resultat enthalt 
als Spezialfall das Analogon zu einem Satz von PaLEy und WIENER [15] iiber kon- 
» jugierte Funktionen im Intervall 0 <u <2z. 

Die Betrachtungen der Abschnitte 3 und 4 stehen in engem Zusammenhange mit 
dem Satz von HeERe@uorz iiber die Poisson-Stieltjes-Integraldarstellung der holo- 
_morphen Funktionen mit nichtnegativem Realteil; vgl. etwa R. Nevantinna [13] 
-§ VII. 2. Wir wenden den Satz auf die rechte Halbebene Re s > 0 an. Unter einer 
positiven Funktion verstehen wir eine in Res > 0 holomorphe Funktion Z(s) mit 
nichtnegativem Realteil Re Z(s) = 0 und mit Im Z(x) = 0 auf der positiv-reeilen 
Halbgeraden s = x > 0. Alsdann hat man den folgenden Satz; vgl. K6n1e@ und 
MErIxner [10] Abschnitt 6. 


Satz. Die positiven Funktionen Z(s) sind auf Grund der Relation 
Z(s) = As +6 4 dD (u) = 
1-2) g ce 
= As + fe-s P(t) dt + s? [ e-*(P(0)— P(t)) in Res>0 
6 6 


umkehrbar eindeutig den Verteilungsfunktionen ®(u) und den Konstanten A = 0 zu- . 
geordnet. 

Aus der Darstellung (1.2) liest man ab, daB die Funktion Z ea bei der Bewegung 
a —> co monoton fallend gegen A strebt. Wir kénnen A = 0 annehmen. Dann besagt 
der in Abschnitt 3 bewiesene Tauber-Satz, daB im Falle 0 < A < 2 aus 


Z (a) 


O fy) bop. 
lim x ies B 
@—>oo 
die Relation 
lim u? (a) = 2B ee 
er se th 2 


folgt. Der Beweis des Satzes beruht auf dem Auswahlsatz von HELLY und ist sehr 
einfach. Nach derselben Methode hat der Verfasser kiirzlich einen neuen Beweis eines 
bekannten Tauber-Satzes fiir Laplace-Stieltjes-Integrale gegeben [9]. Die Methode 
erfordert die Kenntnis eines angemessenen Eindeutigkeitssatzes. Im vorliegenden 
Falle ist das die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von Hureiorz, der man unmittel- 
par das nachstehende Resultat entnehmen kann. 
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Folgerung. Die Funktionen L(u) und E(u) seien nichtnegativ und mekbar as inu=0,- 5 

und es set - 

foe) (o) \ PY 

| L(u) E(u) 4 a 

(1.3) [= = fos du < oo inz>QO. ‘ 
0 6 


—y tr 


Dann ist L(u) = E(u) fiir fast alle u = 0. 


Der in Rede stehende Tauber-Satz ist in anderer Form schon bekannt. Er erweist — 
sich nach einer naheliegenden Umformung als die Umkehrung des Satzes von Fatou ~ 
im Falle der radialen Annaherung an einen Randpunkt der Halbebene Res > 0. 
Der Satz ist daher in den Ergebnissen von Loomis [12] und ALLEN und KERR [1] — 
enthalten; vgl. auch GrHRING [7]. Die genannten Autoren stiitzen sich in ihren Be- 
weisen aber auf einen von Harpy und LirrtEwoop [8] gefundenen Tauber-Satz fiir — 
die Stieltjes-Transformation oder auf die allgemeinen Tauber-Satze von WIENER und — 
Prrr. Die vorliegende Arbeit enthalt daher einen neuen und elementaren Beweis der — 
symmetrischen Umkehrung des Satzes von Fatou. 

Der Verfasser ist Herrn P. L. Burzzr fiir interessante Diskussionen und Literatur- — 
hinweise dankbar. ; 


2. Der Fall 4 = 2. Es sei @(u) eine Verteilungsfunktion, Die Funktion g(u) = 
= (coc) — @(u) und die Kosinus-Transformierte P(t) haben immer die in der Ein- — 
leitung festgelegte Bedeutung. 


Satz 1. Hs ist stets 3 


t++0 
mit HinschluB des Wertes oo, 


Beweis. Nach (1.1) haben wir in t > 0 
P(0) — Pit 1— — 
Ss (t) mt A= 008! 1 (u) [=F LA, P(u) 


fiir R > 0. Hieraus folgt 


tite te PAO) easPy eed we 
lim inf 5 =z / urd@O(u), 
t>+0 2 i" Se 
sep p FAO) — Pit) ‘2 
ea = = 5 [ud (u) 


Der Fall if u?d®(u) = oo ist damit erledigt. Im Falle [ u2d®D(u) < oo folgt die Be- | 


Resntine aus dem Satz von LEBEsG@uz iiber die rattler’ Konvergenz. 
Die beiden folgenden Hilfssatze gelten fiir jedes A > 0. 


Hilfssatz 1. Hs ist stets 


i) wrd@(u) = af we yp (u) du 


Re a eee ee OS Red Ce nl ee ee A eee EO} ALN MD Cee ow TAR Pe 
2S Na aN Pea tiei eat ign ee Mey a hgt eI he on of y if Monat 
ES liv ag ee at rye Lorene x rete’ 2 => t y 
Reels a f aii dyed y% . 

‘ia 
oe 
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mit Hinschlup des Wertes co. Im Falle [ u'd®(u) < 00 ist 
0 


lim u* p(w) = 0. 
Beweis. Inu > 0 ist 


fir R > uw und daher 

20 = wu) (@ (cc) — B(u)) = u' p(w). 
Hieraus folgt die zweite Behauptung. Andererseits liefert eine partielle Integration 
: (2.1) [wane + R (Rk) = afws p(w) du 


fiir R > 0. Hieraus folgt die erste Behauptung. 
Hilfssatz 2. Fir R > 0 ist 
R 
[Var u* p(u)]o S22 fu p(u) du 
0 
Beweis. Aus der Ungleichung 
|e p(x) —w* p(u)| S (v* — wv) pe) —w'(p(v) — 9) 
fiir 0 <u < v folgt 
R 
[Var u*p(u)]é < [o(ujd(u — fag (uw) = Afwg (wu) du + [wane 
i 


_ Hieraus und aus (2.1) folgt die Behauptung. 


Saiz 2, Hs sei [ w2d®(u) <0. Dann ist die Funktion FOO nositiv-definit. 


Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist eto )du < co und daher Jot \du < co, Wir 
bilden die Verteilungsfunktion ° 
Sod inu=>0 
und die zugehérige Funktion ; 
, g1(u) = By (cc) — Dy (u) = [ p(t)dt inu Zo. 
Ks folgt : 
[ ud®s(w) See: 


foe) 


[wd (n (u) = [ pi(u)du <oo. 


0 


fiir R > 0 und daher nach Hilfssatz 1 


24* 


| = 
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Es sei nun t > 0. Wir haben fiir R > 0 einerseits 4 
R 1 , 2. 
if cos tu pi (u) du = > sin th gi(R) +> {sin tu p(u) du 
0 0 


und andererseits 


R | R 
[ (1 — cos tu) dD (uw) = —(1 — costR) p(R) +t fsin tup(u)du. 
0 6 


Hieraus folgt fiir R — co 


P(0)— Pit) 
{2 
und damit die Behauptung. 


= | costugi(u)du int>0 
0 


3. Ein Tauber-Satz. Es sei ®(w) eine Verteilungsfunktion. Wir betrachten die 
Funktion 


co 


(3.1) : Fe) = | zadow) inz.>0. 
0 


Nach einer partiellen Integration erhalten wir 


co 


2x2 
FQ) = [ aerarpl du 
0 
und daher fiir R > 0 


“ 2 * 
(3.2) F(Re) = | au p(Ru) du inz>0O. 
0 
Ks sei nun 0 < A < 2. Wir beweisen die beiden folgenden Satze. 


Satz 3. Die Funktion x’ F (x) sei in x > 0 beschrénkt. Dann ist die Funktion ur p(u) 


in u > O beschrankt. 


Beweis. Nach (3.1) haben wir in « > 0 


Hieraus folgt die Behauptung. 


Satz 4. Hs set 


(3.3) lim a? F(x) = B. 
Dann ist es 
(3.4) lim wp (u) = 23 sin 24, 
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Beweis. Nach Satz 3 haben wir 0 < up (u) < M inu> 0. Wir betrachten eine 
gegen co strebende Folge von positiven Zahlen S; (j = 1, 2,...) mit existierendem 
Grenzwert 

lim S} »(S;) = C0. 
j->0o 
Wir haben zu zeigen, daB dann OC = 7 sin “4 ist. 
Auf Grund der Ungleichung 


(3.5) 0<S39(S;u) <4 inudo 


sind die monoton fallenden Funktionen Shy (S;w) in jedem Intervall u = c > 0 gleich- 


- maBig beschrankt. Wir wenden sukzessive fiir c = = (n =-1, 2,...) den Satz von 


_ HELLy an; vgl. etwa WippEr [18] § 1.16. Nach dem Diagonalverfahren erhalten wir 


eine in jedem Punkte wu > 0 konvergente Teilfolge Rj p(R;u). Es sei 
L(u) = lim Ri up (Bju) : 
joo : 


Die Funktion L(u) ist meBbar und nichtnegativ, und die Funktion L(u)/u ist in wu > 0 


_ monoton fallend. Ferner ist L(1) = C. 


Nach (3.2) ist nz > 0 


Pf oxtt2 
(Ryay F(Byx) = | aa ae Rhu py (Ryu)du. 
0 


- Auf Grund von (3.5) diirfen wir den Grenziibergang j —> co auf der rechten Seite unter 


dem Integralzeichen vollziehen. Nach (3.3) erhalten wir 


in x > 0. Wir schreiben diese Gleichung in der Form 


B 2t 
eae l (? —E wu?) 
0 5 


L(u) du 


und integrieren bei festem x > 0 iiber das Intervall x < t < oo. Nach dem Satz von 
Fusint diirfen wir auf der rechten Seite die Reihenfolge der Integrationen ver- 


tauschen. Es folgt 


(3.6) 


Nun ist 


wie man am einfachsten mit dem Residuensatz beweist; vgl. etwa TrrcuMarsH [16] 


4 


fo on 


arar steerer 
v > rare 


RG 


— 


ied 


> 
ae 


— 


ERE OREO ES 


it od 


< 


= 


ve 


= 


1€ ey 


aa, 


aM 


[dee 
Pe 


x 


Sec ara i 


PS 
> 


Sa Oe Se ee eee & 2 
Cpe ad RN a os 


a 
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§ 3.123. Daher ist 


Pr yl-a Pay rpm, fe ve Bee WB 
(3.7) ° / ape uaz (sin) ~ |OUin @ > 0. 
6 
Nach (3.6), (3.7) und nach dem in der Einleitung formulierten Eindeutigkeitssatz 
haben wir 20 ; 
Loy — sin > ne * 


fiir fast alle uw > 0 und daher auf Grund der Monotonie der Funktion L(u)/u fiir ye 


u > 0. Insbesondere ist 


2 BRR ICA 
C=L() =F one, 


was zu beweisen war. 


Bemerkung., Nach (3.1) und nach dem Satz von FuBINI haben wir 


co 


Fa) = f (1a 3) 400 = 


0 


Aare xf (few (1 — cos tu) i) dD (u) = 
0 \0 


pas ie eat (/ (1 — cos tw) ow) dt 
0 
und daher 


(gig) 4, (a) =2 fea (0) —P (t))dt in x>O0. 


Diese Gleichung kann man auch aus (1.2) ablesen. Ferner ist nach (1.2) im Falle A 0m 


Z r 1 
P@) => —[ a adow) 
0 


in x > 0. Daher ist die Relation (3.3) aéquivalent mit 


lim ot 2%) 12 RB 
x 


woo 


> 8 
(4.1) P(0)—P(t)=tf sintug(u)du in t>0. 


Ks sei @(u) eine Verteilungsfunktion. Wir schreiben die rechte Seite in Form einer 
unendlichen Reihe; vel. tear ati [17] Theorem 123. Wir haben in t >0 


P(0)— =Se )i W(t), 


. 
Kyat. rang oon 


a ee ee 


Pee we etnies 


5 


4. Bedingung I im Falle 0 << 4 < 2. Aus (1.1) erhalten wir nach einer partiellen In- _ 
tegration 
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(+1) alt G41)x i 
W;(t) = (—1)it if sin tu p(u) du = (—1)4 f sin we (Jaw. 
jault jn 


_ Aus der Monotonie der Funktion y(u) folgt 


Wolt) 2° 2 Wj) 2 Wii) Ss [0 


und daher 
. 2k+1 - 2k 
(4.2) >» (—1)3W;(t) $< P(0)— PS De LaHaye tates Onli OT. 2), 
j=0 j=0 | 


: Es sei nun 0 < A< 2. Wir beweisen die beiden folgenden Sitze. 
; salute ¥ % Bay -. P(0)— Pit) 
Satz 5. Die Funktion u*p (u) sei in u > 0 beschréinkt. Dann ist die Funkiion pony 
_ int >0 beschréinkt. 


Beweis. Es sei 0 < u p(w) < M in u>0. Wir wenden die rechte Ungleichung 
(4.2) im Falle k = 0 an. Es folet 


P(0) — P(t) 1 sinu/fu\A (wu * ahi 
0s sam =/S (F)¢(F)qus ue [ ya aU 
0 0 


in ¢ >0 und damit die Behauptung. 


Satz 6. Hs set 


7 Taha a) ace ‘ 
(4.3) aa y(u) = apenas 
Dann ist . 
- P(0) — P(t) B 
ot. cee eT TOF) 
Beweis. Wir haben 
(j+1) x 


in t>0 und daher 


oe ly Ija 
Q 1 He iG sin u 
lim = W(t) = (—1)) > sin =- “a a 
t>+0 A 
jm 
Nach (4.2) erhalten wir 
ahaa P(0) — Pit 
pe ee = dure lin inf = 
mA 2 uA t>+40 vA 
0 
Qh 
lim sup 2) — PO 28 gin 74 Seedlad rs fy3 
uA Tt 2 uA 
t>+0 6 
‘Hieraus folgt fiir k — oo 
Pas 
line DOO idan icacag Pre 


a 
t->+0 tA aA 2 u 


ele he = | 


360 ; - H. Konic ARCH. MATH. 


Wir wenden nun die bekannte Beziehung 


—0o 
sint 7, — 2% _ wA\-1> 1 
PS MEUM, Narre Ty SRE FY 
0 


an; vgl. etwa OBERHETTINGER [14] Seite 116 Zeile 1. Alsdann erhalten wir (4.4). 


Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen. Die Funktion F(x) habe die in (3. 1) und | 


(3.8) angegebene Bedeutung. 


Satz 7. Im Falle 0 < 1 < 2 sind die folgenden drei Aussagen untereinander dquivalent. — 


1) Die Funktion u* yu) ist in wu > 0 beschrankt. 
2) Die Funktion Ao ist in t > 0 beschrankt. 


3) Die Funktion a*F (x) ist in x > 0 beschrénkt. 
Satz 8. Im Falle 0 < 21< 2 sind die folgenden drei Aussagen untereinander dquivalent. 


‘ PBS A 
1) Es konvergiert u* p(u) > —; sin ee 


2 
2) E's konvergiert ee > B/T(A+1) fir t>-+0. 


3) Es konvergiert x’ F (x) > B fiir x > 0. 


fiir u>oo, 


Beweis. Wir haben in beiden Satzen nur noch den Schlu8B von 2) auf 3) auszu- 


fiihren. In Satz 7 folgt die Behauptung unmittelbar aus (3.8), in Satz 8 aus einem be- — 


kannten Abel-Satz fiir die Laplace-Transformation; vgl. Harpy und LirrLEwoop [8] 
§ 4 und Doztscu [6] § 14.1 Satz 1. 


Bemerkung. Die Verteilungsfunktion ®(w) sei in uw => 0 konkav. Das bedeutet 


ra 


=fh(jdt in u=O 
0 


mit einer monoton fallenden und integrierbaren Funktion h(w) > 0. In diesem Falle 
ist die Relation \ 

lim u* p(u) = C 

u—->co 


fiir jedes 2 > 0 aquivalent mit 
lim u**th(u) = C2. 


u->oco 


Der Beweis verlauft wie in Dorrscn [6] § 16.1 Hilfssatz 3. 


5. Bedingung IT im Falle 0 < 1 < 2. Wir betrachten zuerst die Funktion - 


—>co 


(5.1) Q(t) = QUt, 2) = [ tau inf 0, 


t 


Nach einer partiellen Integration erhalten wir in t>0 


= COs U 
Q(t) rh Sy oan 


Be ePae d i Fa 
* =F ; x : 
oe A : 
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Hieraus folgt die Ungleichung 
(5.2) hO@|4es 2). int 0. 
Wir beweisen den folgenden Hilfssatz. 


Hilfssatz 3. Die Funktion Q(t) ist positiv-definit. 


Beweis. Wir haben 


| cos xt Q(t) dt => H(x) fir alle x +0, +1. 
0 


Hierin ist 
ey Z 
ae (FA) cos # ‘({e—1 | [ase fur’ A = 4 
71 Az) = ] x+l 
a 108 4 fir A=1 


Vgl. etwa OBERHETTINGER [14] Seite 130, Zeile 6 und 8. Die Funktion H (x) ist gerade 
und nichtnegativ. Ferner ist 


Wpecte e s Peres cos)! ae 
a Bids aes ees Ba BB ee Parente 


Hieraus folgt i H (x) dx < co, Alsdann hat man 
6 
Q(t) = [ costuH(u)du int =0 
0 


nach bekannten Umkehr- und Eindeutigkeitssétzen; vgl. TrrcHmarsu [17] § 1.9 
Theorem 3 und § 6.4 Theorem 113. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Es sei nun.®(w) eine beliebige Belegungsfunktion. Eine partielle Integration liefert 
int >0 


R ste 
[ Q(tu) d (wu? p(u)) = Q(t R) BR’ ¢(R) + pf sin iu p(w) du 
0 

ane R > 0. Hieraus und aus (4.1) und (5.2) folgt fiir R — oo die Darstellung 


(5.3) Ao ee [ Qu) deep) in t>0. 


Diese Darstellung liefert in Verbindung mit Hilfssatz 3. und Satz 7 unmittelbar die 
nachstehenden Ergebnisse. 


Satz 9. Die Funktion u*p(u) set in u = 0 monoton wachsend. Dann sind ge beiden 
folgenden Aussagen miteinander dquivalent. 


1) Die Funktion u* y(u) ist bei der Bewegung u — ce beschrankt. 


P(0) — Pit) 


ai ist positiv-definit. 


2) Die Funktion 


aN 
~: 
} 
$ 

A 
4 
i 
% 


ad ‘ wy 1 aN ee ee / ad ot el a els a i a MD hat ee ab poe Sas ap se Pak 
Se 
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Satz 10. Die Funktion u* p(w) set in u = 0 von beschrénkter Variation. Dann ist die 
Funktion Ae als Kosinus-Transformierte einer Belegungsfunktion darstellbar. 

Das folgende Beispiel zeigt, daB Satz 10 nicht umkehrbar ist. Wir beschranken uns 
der Kiirze halber auf den Fall 2 = 1. 


Beispiel. Die Verteilungsfunktion 


“1— cost 
D(u) = f aa inu>=0 
besitzt die Kosinus-Transformierte ; 
4 
1 —(l—%#). *nmostsl 
P( = [cos tu" du = 2 6 paves ai 
0 ntiZl 
Die Funktion 
7 
=a I ere | 
O}= Pe) 2) 02 
t ae fe 
vi in ¢2 1 


ist die Fourier-Kosinus-Transformierte der absolut integrierbaren Funktion 


sin t sin w f{ cost 
tf ; dt ms 210. 


U Uu 


Vergleiche etwa OBERHETTINGER [14] Seite 18 Zeile 4 und Seite 50 Zeile 7. Andererseits erhalten 
wir nach einer partiellen Integration in u > 0 


co 
pa $CO8 Uo SIN. , sin ¢ 
(u p(u))’ =—) +e [Sea 
u 


7 
* 


4 


ot ee 


Daher ist die Funktion (u p(u))’ nicht absolut integrierbar, so da8 die Funktion w ares inu=0 - 


nicht von beschrankter Variation ist. 


6. Zusammenhang mit der Hilbert-Transformation. In diesem Abschnitt handelt es | 


sich um die Bedingung IT im Falle 2 = 1. Wir verwenden zweckmiBigerweise die ex- 
ponentielle Form der Fourier-Transformation. 

Es sei ®(u) eine beliebige Belegungsfunktion. Wir setzen ®(w) zu einer ungeraden 
Funktion auf —oo < u< oo fort. Wir setzen ferner p(w) = —g(—u) in u< 0, so daB 
die Funktion p(w) bis auf den Wert (0) = ®(co) in —oo << w< oo ungerade wird. 
Die Kosinus-Transformierte P(t) wird nach (1.1) in —oo < ¢t < oo eine gerade Funk- 
tion. Wir haben 


1 co 
EP (tye z | ettu dD (uw) fiir alle ¢. 


: The ne oy 
x P(u) ae lim s> f+ Pea fiir alle wu, 
-R 


Vgl. etwa Bocuner [2] § 18. Daher ist 


: 


in 
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9 See j 
D(u) == [S" Poa fiir alle w, 
0 


—oo 


ew == [SP (0)— P(t))dt fir alle u +0. 
0 


_ In exponentieller Form lautet diese Gleichung 


i R 
(6.1) = 9 (ut) = lim feu O- PO 


Pit 
= cay, O ag fiir alle u + 0, 
Roo eR 


_ worin das Integral als Hauptwert in bezug auf den Nullpunkt zu nehmen ist. Anderer- 
_ seits haben wir nach (4.1) 


PO , 
(6.2) ere OS in tf eitup(u)du  fiirallet +0. 


ee R00 2 


In den nachfolgenden Betrachtungen stiitzen wir uns auf die Fourier-Plancherel- 
Transformation in [2 (—co, co). Es sei 


- yet 
f(t) teal ett f(u) aa 


die Fourier-Plancherel-Transformierte der Funktion f(w) aus L2(—oo, co). Hierin 
bezeichnet Lim den Grenzwert in der L?-Norm. Es besteht die Umkehrformel 


(6.3) [ fu)du=s- [——*fwa  firalles. 


Vgl. etwa TrrcumarsH [17] § 3.1. Wir betrachten ferner die Hilbert-Transformierte 


co 


(6.4) = J=— je ee iad es fle du fix fast alle x 
0 


der Funktion f(w) aus L2(—co, co). Die Funktion g(w) ist in L?(—oco, oo) und besitzt 
- die Fourier-Plancherel-Transformierte — 


(6.5) g(t) =—i(sgnt) f(t) _ fiir fast alle ¢. 
Vgl. TrrcumarsH [17] § 5.1—3. Nach (6.4) ist die Funktion g(w) genau dann gerade, 


- wenn f(u) eine ungerade Funktion ist. 


Satz 11. Hs sei D(u) eine Belegungsfunktion. Dann sind die beiden folgenden Aus- 
sagen miteinander dquivalent. 
1) Die Funktion Oe A ist als Kosinus-Transformierte einer Belegungsfunktion 


t 
darstellbar. 
2) Die Funktion y(u) ist in L?(—oco, co), und thre Hilbert- Transformierte p(u) ost in 


_ [1 (—co, oo). 
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In diesem Falle ist 


P(0) — 


(6.6) 


= | cos tuyp(u) du int >0. 
0 


Beweis. Es sei V (uw) eine Belegungsfunktion und 


ee gee = | cos tudV (u) int>0. 
0 
Nach ungerader Fortsetzung der Funktion V (wu) auf —oo < u< co haben wir 


P(0) — s 
an 
und daher nach der Umkehrformel 


_f etm dV (u) fiir alle t + 0 


Bred 
(6.7) V (x) = lim ae fees oe fiir alle a. 


—it | t| 
P(0) — P(t) 

—it 
Funktion g(u) in L2(—oo, oo), und 


in L2(—co, co). Nach (6.1), (6.2) ist daher die — 

P(0) — P(t) 
—it 

formierte der Funktion 59 (t). Es sei p(w) die Hilbert-Transformierte der Funktion 


Andererseits ist die Funktion 


ist die Fourier-Plancherel-Trans- 


y(u). Dann besitzt die Funktion vu) nach (6.5) die Fourier-Plancherel-Trans- 


formierte =o. Nach (6.3) haben wir 


x 


x [ ydu = — : Oe fiir alle x. 
0 —oo 


Hieraus und aus (6.7) folgt 
x 
ee | p(u)du _ fiir alle x. 
0 


Daher ist die Funktion p(w) in L1(—oo, oo), und es besteht die Gleichung (6.6). Der 
umgekehrte SchluB von 2) auf 1) ist nach dem Vorangehenden unmittelbar klar. 

Auf Grund von Satz 11 kénnen wir Satz 10 im Falle 2 = 1 als Aussage iiber die 
Hilbert-Transformation formulieren. 


Satz 12. Hs set y(u) eine ungerade Funktion. Die Funktionen p(u) und up (u) seien 
im —oo < u< oo von beschriinkter Variation. Dann ist die Hilbert-Transformierte yp (u) 
der Funktion —(u) in L1(—oo, 00). 

Aus Satz 12 und Hilfssatz 2 im Falle 4 = 1 erhalten wir das nachstehende Resultat. 
Der analoge Satz iiber konjugierte Funktionen im Intervall 0 < vu < 27 stammt von. 
PALEY und WIENER [15] Note IT. 


Folgerung. Hs sei p(w) eine ungerade und in u >0 monoton fallende Funktion aus 
[1 (— c0, cc). Dann ist ihre Hilbert-Transformierte w(u) in L1(— oe, 00). 
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Zu einem Satz von N. DUNFORD 


Von GrRHARD NEUBAUER in Heidelberg 


Deer alee wm, trae 


N. Dunrorp gibt in [1] (Theorem 11) ein Kriterium dafiir, daB ein beschrankter 
Spektraloperator 7’ iiber einem Hilbertraum von endlichem Typ m— 1 ist, d.h. 
daB N™ = 0, wo N der quasi-nilpotente Teil von 7' ist. (Fir die Bezeichnungsweise | 
sei auf [1] verwiesen.) Cu. A. McCartuy hat in [2] u.a. gezeigt, daB aus der Be- 
dingung von DunFrorD in allgemeinen Banachriumen nur N™+2 = 0 folgt, und hat 
mehrere Bedingungen fiir das Spektrum von 7’ und den zugrundeliegenden Raum 
untersucht, die weitergehende Folgerungen zulassen. Im folgenden sei eine, allerdings 
etwas weniger handliche, Verscharfung der DunrorpDschen Bedingung gegeben, die 
jedoch auch im allgemeinen Falle hinreichend und notwendig dafiir ist, daB N™ = 0. 


T sei ein, beschrankter Spektraloperator in einem Banachraum X, H(o) die zuge- } 
hérige Spektralschar, || H(c)|| < K fiir festes K und alle Borelmengen o. R,(T'|E(c)%) 
sei die Resolvente von 7 als Operator in H(o)X%. ute (o)X) E(o) ist dann ein 
beschrankter Operator in X. ' 


Bedingung (m). Es gibt eine nur von T abhingende Konstante M mit folgender Eigen-— 
schaft: Seien oj (j = 1, 2,...,n) paarweise punktfremde borelsche Teilmengen von o(T), 
&; beliebige komplexe pee mit |&| <||7 +1, & Eo; (j =1,2,...,n). Dann gilt © 


= M0", 


Di Re(P| (os) %) Bos) 


wobet 6 = oye dist (£;, 6;) wnd dist (&;, o;) der Abstand von &; zu 6; ist. 


Die Bedingung von Dunrorp ist schwiicher. Man erhialt sie aus der obigen, indem . 

man dort nur » = 1 zulaBt. : 
Satz. 7' ist genau dann vom Typus m—1, wenn die Bedingung (m) erfiillt ist. 
Beweis, 1. Sei V™ = 0. Dann ist ([1], Theorem 9) 


| d Ba(T |B oe ) (03) || = || > Sf (&; — A)~’-18 (dd) || = 


j=17=0 


m—1 n 
=| [G—a- 7B @|| hy | 


wobei 


| i) f,(A) E(da)|\ , 


eek tint f,( = (§—A)~"- ; fiir A€9;, 
es )S|A—&| fir Aco;. 
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~Dalsv+i1ecm, gilt 


6m |7,(4)| SO" S(T] 41" S(T] +1)" 
und damit 


| | | f(a) B(da) || <4K (| 7] + 1m o-m, 
d.h. aber 


m—1 


|X Ba (7 |B (os) %) Eo) | S4K(\7] +1)” ( yi wt) sm = Mom, 


2. Sei die Bedingung (m) erfiillt. Sei ein beliebiges « > 0 vorgegeben. Dann gibt 
es eine Zerlegung von o(7') in paarweise punktfremde Borelmengen oj (j =1, 2,...,n), 
_ so da8 die Durchmesser aller o; kleiner als ¢ sind und auBerdem 


px T — j;)™ E( oj) —N™|| <e 


_ gilt, wobei die A; in oj liegen. &;(t) = 4; + 2ee? (0 <¢ < 1) ist eine Parameter- 
_ darstellung eines Kreises J; mit Radius 2e um dj. Fiir & ¢ I; gilt dist (&;, o;) = e. 
_ Ferner gilt die Cauchydarstellung 


(T— Ay)" B(o;) = 5 f (Ej —A)™ Re (T | B(o4) %) B04) dg). 


Ht pr 


n 


so 


"5 1 


D>, (L—Aj)™ E (oj) = 5 (&; — Aj)™ Re, (T' | B (oj) ®) B(o;) dé = 
j=1 


7 


j=l 


— Qm+1 ames f(S Ree) (T | E(o;)%) Bo) e2mim+ Vt qe 
6 \j=1 


el 


(2ee?")m Rew (T|E (oj) X) B (oj) 4 ice dt = 


6(t) = min dist (&;(t), oj) 2e, 
j 


also ist 
n 
| > Bee (7| 2(o) 2) B (oy) || 5 MO-™ S Mem 
und daher 
n 
|| >) (2—Ay)™ E (0) || S 2741 om 41 M e-m = 241 Me. 
jt 
Es folgt 
[Nm] S (14+ 241M) ¢, 
d. h. aber 
Nm—0. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
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Combinatorial Properties of Certain Simplicial 
and Cubical Vertex Maps*) 


By Ky Fan in DErroir 


1. Introduction. In [1], we gave a combinatorial property of the n-sphere S”, 
generalizing a combinatorial lemma of TuckER [2], and derived topological conse- 
quences generalizing the classical antipodal-point theorems of Borsuk-ULAm and _ 
LUSTERNIK-SCHNIRELMANN. The present work is motivated by the desire to unify our 
combinatorial lemma for S” in [1] and the well-known combinatorial lemma of 
SperNER for n-simplexes. A unification is realized by Theorem 1 below which 
applies to all simplicial pseudomanifolds. Theorems 2 and 3 are consequences of 
Theorem 1 and generalize our result in [1] and SPERNER’s lemma respectively. After 
this we replace the simplicial pseudomanifolds by cubical pseudomanifolds, and 
simplicial vertex maps by cubical vertex maps. For cubical vertex maps, we establish 
Theorems 4, 5,6, which may be regarded as cubical analogues of Theorems 1, 2, 3 re- — 
spectively. We hope to discuss topological applications of these combinatorial results _ 
in a later paper. , 


2. A Combinatorial Property of Simplicial Pseudomanifolds. By a simplicial n- 
pseudomanifold we shall mean a finite simplicial complex &” satisfying the following 
two conditions: 

a) Every simplex of 8” (of any dimension) is a face of at least one n-simplex of ”. _ 

b) Every (n — 1)-simplex of 8” is a face of at most two n-simplexes of ®”, 

Thus the term “‘simplicial n-pseudomanifold”’ is used here in a sense more general than 
usual (e.g., no connectedness condition is required). 

An (n — 1)-simplex o of a simplicial n-pseudomanifold §” is said to be a boundary 
(n — 1)-simplex of 8”, if o is a face of exactly one n-simplex of %”. Two vertices of 
RX” are said to be adjacent, if they are two vertices of a 1-simplex of &”. 


Theorem 1. Let %” be a simplicial n-pseudomanifold, and p a function defined on the 
set of vertices of %” with the following two properties : 


(1) For each vertex u of K”, p(u) is one of the 2m integers +1, +2,..., +m; where m 
is a fixed positive integer. 


(2) p(u) + y(v) +0 for any two adjacent vertices u, v of R”. 


*) This work was supported in part by the U.S. Atomic Energy Commission at Argonne 
National Laboratory. 
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Let «(jo, 91, --- , jn) denote the total number of those n-simvplexes o of 8” such that the 
. values of p at the vertices of o are J0 jis +++» Jn). Let B (jo, 91, -.-,Jn—1) denote the total 
_ number of those boundary (n — 1)-simplexes t of R” such that the ae of at the 
vertices of t are jo, j1, --- 5 jn—11). Then 


{a (ko, — kr, ke, — ks, ...,(—1)" kn) + 


1Shko<hi<...<knSm 


(3) ea (— ho; fe, <= ke, ha, ..45( 1)" ka) } = 
= > B (ko, — ky, ko, — kg, ... ; (— 1)n-1 kn-1) ’ mod 2. 


TS <hi << hn SM 

Proof. Observe first that relation (3) is additive in the following sense. Let the 
n-simplexes of &” be distributed into two disjoint non-empty classes. Let 7 (R$) be 
the simplicial n-pseudomanifold formed by all n-simplexes of the first (second) class, 
_ together with their faces. Let q; denote the restriction of g on the set of vertices of 
Ki (« = 1, 2). If congruence (3) holds for both gy; on Rf and 2 on KY, then clearly it 
also holds for y on 9”. 

In view of this additive property, we may and shall henceforth assume that ®” con- 
sists of a single n-simplex o and its faces. Then the left side of (3) is at most equal to 1. 
Ifit is 1, the values of y at the vertices of o are either jo, —J1, J2, —Jjs, --.,(—1) "jn 
Oly — JO; —J2, 93) -2n5 (— 1)? 14, with lS jo 91 < jo< ++". < jn. m. Then on 
the right side of (3), either 


B (jo; At, J25 28s ee) se hn 1) = =1 or B(j1 — 92; 933 fee) (=1)" 49n) =1 


is the only non-vanishing term. Hence the two sides of (3) are equal, when the left 
side is equal to 1. 

Consider now the case where the left side of (3) vanishes and the right side is = 1. 
Then the values of at n of the vertices of o are ho, — hy, he, —h3, ... , (—1)™"hn-1 
— with 1 Sho < hy < ++: < hyn-1 Sm. Let h be the value of at the remaining vertex 

of o. If |h| = h;forsomei = 0, 1,..., n — 1, then by (2), we must haveh = (— 1)*h;, 

and the right side of (3) is equal to 6 (ho, — M1, he, ... , (—1)" Ana) = 2. If |h| + he 

(0 <i <n —1), then when h is inserted into the sequence ho, — hy, he, ..., (—1)"*hn-1 
‘in such a place as to preserve the increasing order of absolute values, h must have 

the same sign as one of its immediately neighboring terms. (This is obvious if 
vy < |h| < hey1 for some t = 0,1,..., — 2. In case |h| < ho or hn1< ||, this 
follows from our assumption that the left side of (3) vanishes.) From this fact it 
follows that the right side of (3) contains exactly two non-vanishing terms each equal 
to 1. Therefore, when the left side of (3) vanishes, the right side is always equal to 0 
or 2. This completes the proof. 


Remark 1. Let e (l <i <m) denote the i-th unit coordinate vector of the 
Euclidean m-space H™. For every combination of the signs, the points + ¢1, +2, ..-; 
+m span an (m — 1)-simplex. These 2” (m— 1)-simplexes together with their 


1) For abbreviation, we shall sometimes say that such a simplex o is of type (Jo, ee ss jn): 
The vertices of ®” are not ordered, so the order of the numbers jo, j1,... in &(J0> 715 -++ Jn) 


and B (jo, j1,+-+ »Jn-1) is immaterial. 
Archiv der Mathematik XI 25 
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faces constitute a simplicial (m — 1)-pseudomanifold O™~1, which may be called an ‘ 
(m — 1)-dimensional ‘‘octahedron”’. Conditions (1), (2) in Theorem 1 amount to -- 
that ¢ is a simplicial vertex map from 8” to es 


Remark 2. When m = n, (3) becomes 4 
(4) B(1, 2,3, —4,...,(—1)"-4n) = 0, mod 2. 


ee 


When &*” is without boundary (n — 1)-simplex, the left side of (3) is always an even 
integer. 


3. A Combinatorial Property of S". Let S” denote the n-sphere in the Euclidean 
(n + 1)-space H”+1 formed by all points x = (#1, 2, ... , Xn41) with coordinates satis- 
fying 
; n+1 

EE 
i=1 
By octahedral subdivision of S" we understand the subdivision of S" into 2”*1 n- 


simplexes by means of the coordinate hyperplanes of H”*1. For a point x of S", —a 
will be called the antipodal point of x. 


etew ed ctepammpanighniannnniblent ies 


Theorem 2. Let 8” be a simplicial complex obtained by a further centrally symmetric — 
simplicial subdivision of the octahedral subdivision of S". Let p be a function defined on 
the set of vertices of R” and satisfying conditions (1), (2) and the following two conditions : 


} i 

(5) p(u)p(—u) < 0 for every pair of antipodal vertices u, —u of RK”. | 

(6) For any two adjacent vertices u, v of KR”, |p(u)| > | v(v)| implies |p(—u)| > 4 

> |p(—»)|- j 

Let «(jo,J1, «++ 5 jn) denote the total number of those n- -simoplexes o of sn such that the : 

values of yp at the vertices of o are jo, j1, -.. 5 Jn. Then 

(7) SiS allo, bis ke; hae ae ea) See mod 2. 
1Shky)<khi<...<knSm ‘ 


In particular, m is necessarily =n + 1. 


Proof. Let S" denote the upper hemisphere, i.e., the subset of S” formed by the — 
points with non-negative (n ++ 1)-th coordinate. Let S”-1 denote the subset of S” 
formed by the points with vanishing (n + 1)-th coordinate. Let «’ (Jo, J1, «++ > Jn) de- % 
note the number of those n-simplexes of §” which lie on S" and are of type (jo, j1, . 
jn). Let B’ (jo, ji, -»- sJn—1) be the number of those (n — 1)-simplexes of %” which lie 
on S”~1 and are of type (jo, j1, -.- , jn—1). By conditions (5), (6), we have 


ade 


a(ko, —ky, ke, —ks, gee 9 (— 1)" kp) ea 


1Shko<kh<...<knsm 


(8) ed > {a’ (ko, — ky, ke,— ks, ...,(—1)®kn) + 


1Sk)<khi< ...<knsm 


a | HS a! (— ko, ky, — ke, kg, tees (— ])n-1 kn)}. 
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On the other hand, Theorem 1 asserts that the right side of (8) and the sum 
: p’ (ko, — ky, ko, —ks, ee yg (—1)"-1 kn-1) 

15k) <h.<...<kn-1 Sm : ; . 

- are congruent mod 2. Hence 


a (ko, — ky, ke, — ks, OOIDg) (= 1) "kn) = 


1Shy<hi<...<knsSm 


vt 9 : 
5) = dB (ho, has he, — ha,» (— 1)" hina), mod 2. 


Tile be Son hygeine 

_ If the theorem is valid for (n — 1)-spheres, then by (9), it is also valid for n-spheres. 
_ When x = 1, condition (5) implies 

>, B' (ko) =1 


1Skhysm 
_ and therefore, by (9): 
a(ko, —ki) =1, mod 2. 


1Sk)<khiSm 


_ Therefore the theorem is proved for all values of n. 


Remark 3. Conditions (5) and (6) are consequences of the following condition: 
(10) g(—4u) = — (uw) for every vertex u of 8”. 
_ In [1], we showed that congruence (7) holds under hypotheses (1), (2) and (10). 


4, A Generalization of Sperner’s Lemma. As another application. of Theorem 1, 
- we have 


Theorem 3. Let 8” bea simplicial complex obtained by a simplicial subdivision of an 
n-simoplex Pip2Ps «+. Pn+t- Let y be a function defined on the set of vertices of XR” satis- 
fying conditions (1), (2) and 
(11) For every vertex u of 8” lying on any (n — 1)-dimensional face 

P1p2 ++. Pr-1 Peti»--PnPati (lL SkSn-+1), 
yp (u) is one of the integers 
1, —2, 3,..., (—1)* (k — 1), (—1)4¥ (A + 1), ... , (—1)*1n, (— 1)" (n +1). 
Let «(j1, j2,-..,Jn+1) denote the total number of those n-simplexes o of R” such that the 
values of yp at the vertices of o are 1, ja, --.,Jjn+1- Then 


{a (k1, —kea, kg, —kea, see ao 1)” kn+1) ats 


(12) 1Shi<k2<...<kniiSm 


os a (— ky, ka, — kg, ka, Oa) (= eee kn+1)} =I, mod 2. 


Proof. For 7= 1,2; od! ,, let o¢(j1, J2, --- > Ji+1) denote the number of those 2- 
simplexes of %” which lie on the face pip2 ... pipi+1 and are of type (J1, ja, --- »Ji+1); 
let Bi(j1, je, --. » jz) denote the number of those (i — 1)-simplexes of ®” which lie on 
the boundary of pi p2 ... pi piri and are of type (1, Ja, «-- Ji). By Theorem 1, 

Joe 


\ 
* 

; 

c 

re 

os ree 
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oy {org ( (ky, —keo, k3, —k, Ay sees (— 1)*kj+1) + i 

: 16h he <hierssm ; 
(13) + 04 (— ki, ke, — ks, ha, ..., (—1)4 1 kesi)} = 
= SY Belka, — he, ks, — ha, ..., (—1)1 ki), mod 2. 


1LShi<hi<. his 
The right side of (13) reduces to £;(1, —2, 3, —4, ...,(— 1)‘+17), all the other terms 
vanish because of condition (11). Also, when i < n, the left side of (13) reduces to one 
term only, namely «;(1, —2, 3, —4,..., (—1)! (¢ + 1)). Hence, for 7 = n, (13) may 
be written : 


{a (ki, — ke, ks, — ha, ...,(—1)" kata) + 


15k, <k.<...<KnirSm 
(14) + a(— ky, ke, — ks, kg, ...,(—1)"*1 kn-+1)} 
= Ba (I, — 253, — 4) 2. (1) OR), mod 2. 


For i < n, (13) simplifies to . 
| og (1;-—- 2, 3,22. , (21) (¢ £1) = Bell, — 2,3, -.s) (— 1444), mod ae 
(isn 
As condition (11) also implies 
ai (1, aoe 3, CuO) (—1)i( at 1)) = Biri (1, ae 3, “0 9 (—1)jt(e == 1)) (1 St) <n Tt 1), 
_ it follows that 


(15) Pi (1, —2, Bho. »(— 1)é ( = 6: (l ,—2, 3;...,(— 1) 12), mod 2 
dQ sisn-—l). 
Then the desired congruence (12) follows from (14), (15) and 61(1) = 1. 


Remark 4. Condition (11) is concerned with the values of m on the (n — 1)-— 
dimensional faces of pip2...pn41. If we add a similar restriction on the entire n- 
simplex pip... Pn+1, i.e., if we add the requirement that 1, —2,3,...,(—1)"(n + 1) 
are the only values assumed by gy, then the strengthened condition (11) will imply (1), 
(2), and conclusion (12) simplifies to 


a(1,—2,3,...,(—1)"(n+1)) =1, mod2. 


Then, except for an obvious notational difference, Theorem 3 reduces to the classical 
SPERNER’s lemma. 


5. Cubical Pseudomanifolds and Cubical Vertex Maps. A cubical complex is a finite’ 
collection 8 of cubes of various dimensions satisfying the following two conditions: 
a) For any cube o of the collection 8, the faces of o of all dimensions are also members 
Ouse 
b) The intersection of any two cubes 04, o2 of & is either empty or a common face of 
01, O2. 
The 0-cubes of a cubical complex & are called vertices of &. Two vertices of & are 
said to be adjacent, if they are the two vertices of a 1-cube of &. 


He. 
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A cubical complex %” is called a cubical n-pseudomanifold, if the following two con- 
ditions are fulfilled: 
c) Every cube of 8” (of any dimension) is a face of at least one n-cube of ®”. 
_d) Every (7 — 1)-cube of 8” is a face of at most two n-cubes of ®”. 
_ An (n —1)-cube o of a cubical n-pseudomanifold ®” is said to be a boundary (n — 1)- 
cube of &”, if o is a face of exactly one n-cube of ®”. 
2 Let C™ be the unit m-cube in the Euclidean m-space H™, i.e., C™ is the set of all 


3 points in £” with coordinates (a1, x2, ..., @m) satisfying 0 = a; <1] for? =1,2,...,m. 
Given k distinct integers 71, i2,..., 7, between 1 and m, and given k numbers 
 €1, €2,-.., &, each of which is 0 or 1, we shall use the notation 


01,12, 00+ UK . 
F = {(1, U2, ...,%m)EC™| a, = ej for 1 =j =k}, 
€1, €2,..-,€f 


_ which is an (m — k)-dimensional face of C™. Clearly C™ together with its faces of all 
- dimensions form a cubical m-pseudomanifold, which will be denoted by €™. 

Let &” be an arbitrary cubical n-pseudomanifold. A cubical vertex map mp: KX > Cm 

is defined, if to each vertex v of R” a vertex p(v) of ©™ is assigned in such a way that 

_ for any two adjacent vertices wu, v of ”, p(w) and (v) either coincide or are adjacent 


- vertices of ©”. If m >n and ij, iz, ... , im—n are m — n distinct indices between 1 and 
m, and if €1, €2,..., E€m—n are m — n numbers each equal to 0 or 1, we shall use the 
ben 1a aaits Vine 
symbol « ( eu a Al to denote the number of those n-cubes o of ®” such that 
- Ej, €2, eee yg Em—n 


the vertices of o are mapped under @ in a one-to-one way onto the vertices of the 


U1, U2, «++ > Um—n 
* 


*% 
_ n-dimensional face F ( of Om, If m = n, we use the symbol « ( to 


€1, €2, lo wane 9) Em—n 
denote the number of those n-cubes of ” whose vertices are mapped under @ in a 
one-to-one way onto the vertices of CO”. For m =n 21, if 41, 22, ..., tm—n+1 are 
m — n + 1 distinct indices between 1 and m, and if €1, €2,..., €m—-n+iarem —n + 1 
a W506 oe Um—n-4+1 
ns ¢ the number 
€1, €2, +++ 5 Em—n+1 
of those boundary (n — 1)-cubes of ®” whose vertices are mapped under ¢ in a one-to- 
11, 02) 06+ 5 Vm—n41 
of 


~ numbers each equal to 0 or 1, we shall denote by f 


7 one way onto the vertices of the (n — 1)-dimensional face F ( 
p €1, €2, ++» » Em—n+1 


Om, These notations will be used throughout the remaining part of this paper. 


6. A Combinatorial Property of Cubical Pseudomanifolds. We proceed to prove the 
following result. 

Theorem 4. Let &” be a cubical n-pseudomanifold, and let py: KR” — &™ be a cubical 
vertex. map, where m =n = 1. For any m — n + 1 distinct indices V1, 25 00% » Um—n41 
between 1 and m, and for n = 0 or 1, we have 


| DIU inte tm—n es WS U25.0 245 tm—ns Ym—n-+1 9 
- (16) ME x ( i on a aA, mod 2. 


Go enw Od Wels EBs =>) Emit) — ec em—n= 0,1 \ETS E2) + +9 Pm—m> 
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7 
In particular, if m = n, then for any index % between 1 and m, and for » = 0 or 1, we 
have i 


(17) 2( 3) = a(*). ie erie 


Observe first that the case m = n of Theorem 4 can be reduced to the case m >n, 
In fact, if yp: KR" — ©”, then by cone Une O” as the face %n41 = 0 of O"+1, ~ can be r 
regarded as a cubical vertex map gy’: R” — ©"+1. If we denote by «’, 28 the numbers _ 
for gy’, then for 1 <i <n and 7 = 0 or I, we have - 


4 ee 3 pm 
(s)=e("o Ja de("D)) 
i fiomtly\ (intl 
a())=e'(" 0 )= de c é ) 


Hence, in proving Theorem 4, it suffices to consider the case m >n = 1. Furthermore, — 
just as (3) is additive for simplicial pseudomanifolds, congruence (16) is clearly addi-— 
tive for cubical pseudomanifolds (“‘additive’’ in a sense similar to that explained at the 
beginning of the proof of Theorem 1). Therefore Theorem 4 is reduced to the isllonaae 4 
Lemma. ; 


Fatih tem = 


abs Sigh Fa ore 


ote 


Lemma. If m >n =1 and if p: ©" + ©" is a cubical vertex map, then 


4 
q 
BS 
ei 
¥4 5 
rd 
re 
eh 
At ps 
A, 


n 1,n PPL nm,n+1,...,m : 
(18) De a( ag ip pS a( \ mod 2. 
Entiseces6m=0,1 \EN+L >» Ent2 o:++5 Em)  enss,.0:,€m=0,1 O, Ent1 >+++5&m 
Proof. First it is easy to verify the case n = 1. In this case, either both sides of (18) { 
; are equal to 1, or the left side is 0 and the right side is 0 or 2. ; 
is Consider now a cubical vertex map p : ©" — ©”, where m >n >I. The left side of 
a ' (18) is equal to 1 or 0, i ars as ee g maps C” onto an n-dimensional face of — 
ie n+1,n Uz 
+, C™ of the form F | * eat “ or not. If the left side of (18) is equal to 1, 
it Entl » Ent2 5+++ >, Em 
a i then clearly the right side of (18) is also equal to 1. Therefore we need only consider | 
Of the case where pm does not map C” onto any n-dimensional face of O™ of the form 
is n+1,n+2,...,m q ‘ 
os F . Under this assumption, we have to prove 
a ’ En+1 » Ent+2 5+++,Em P 
ah nm,n+1,...,m 
\ (19) | \z 0, mod 2. 
i Ent1s 2. ae 0, Entl 5+++5 Em 
y ; We may assume that at least one term on the left side of (19) is not 0. So we shall 
Bi assume that a certain (n — 1)-dimensional face o of C” is mapped by @ onto a face 
al n,n+1,...,m \° 
al F of C™. Let t denote the (n — 1)-dimensional face of C” par- 
nj 0, Ynt1 o+++>Mm 
i allel to o. Then any (n — 1)-dimensional face of C” distinct from t cannot be mapped 


; 1 ih 
by onto an (n — 1)-dimensional face of C™ of the form F e oe i 1c kor 
1 En+1 > >» Em 
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a face of this form is disjoint from the face F % fons ee . Also gy cannot map 
; »Nntl > +++) Nm 
. tes a NR 
t onto a face of C™ of the form F , for otherwise we would have 
1, en41 peer Em n+1 m 

~ €nt1 = n+, +--»&m = Nm and ~ would map C” onto F | ova ) which is 
_ against our assumption. Hence we have es Lege aalhee 
nn, ..., mM 

~ (20) > al; )=o. 

t énti;s6.;&m =0,1 > Ent1l »+++5Em 


- Next, let %/~* denote the cubical (n — 1)-pseudomanifold formed by o and its faces. 
~ Let R%—1 denote the cubical (n — 1)-pseudomanifold formed by all (n — 1)-dimen- 
_ sional faces of C” distinct from o, together with their faces. Let m1: R?~1—> €™ and 
2: R31 +> C be the restrictions of g on 71 and &%—! respectively. By inductive 
assumption, our Lemma is already proved for cubical maps €”-1-> ©”, so Theorem 4 
is already proved for Pi, P2- If we denote by a, 6; the numbers for y; (« = 1, 2), then 
for? = 1,2, we have 


Ws Wy is a 6, OO m—1,n,n+],...,m : 
>; XG = >» Bi . mod 2. 
Enyee-,€m=0,1 \Em> Entl »+++>Em \ 0 » En, Ent+1 »+-++>Em 
Since 871 and ®%—1 have the same boundary (n — 2)-cubes, so 
n—1, n,n+1,...,m n—1l1, n,n+1,...,m 
pr = Be 
0 “5 Em, Entl »+++,Em 0 »En, Entl>-++>,Em 


Therefore 


- F570. PL iT 
ee > ai = 0; mod 2. 
Gade sah etre = OL En, Entl »++->Em 
But 
~ Wee AAV mn, B n,n-+1,...,m 
ea 7 2 
a En, Ent+1 »+-++,Em En, Ent+1 5+++5Em 
it follows that 
n,n+1,...,m 
» ete =), mod 2. 
Enyerep€m=0,1 \Ems Entl »+++,&m 


This last relation combined with (20) yields the desired relation (19). This completes 
the proof of the lemma, and therefore also Theorem 4. 


7. Special Cubical Vertex Maps. We apply Theorem 4 to two rep aaal cases. First we 
derive a result analogous to Theorem 2. 

The boundary of the unit n-cube C” will be denoted by 0C”. For any point 7 = 
= (a, %2,...,%n)€ OC", the point y = (1 — 1, 1 — xe, ..., 1 — 2) will be called 
the antipodal point of x. 


Theorem 5. Let m >n = 1. Let S*” denote the cubical n-pseudomanifold obtained by 


subdividing the boundary 00%*1 of O7+1 by means of the hyperplanes xj = ee Ilse 


— A. PP a i. ae > Por rs 2 fo le ee, mad . Mad Wy GY ° 
ees rine od leg ee : s ai ack es ; 27m. 
— Can (4 ee Fe a ; oe 


ee ar ON 
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<n+1,1<j<d—1), where each d; is a positive even integer. Let yp : SG" > Em 
be a cubical vertex map such that for any two antipodal vertices u,v of S", p(u) and — 
y(v) are antipodal vertices of ©™. Then, for any m — n distinct indices 14, v2, ... 5 %m—n © 
between 1 and m, and for n = 0 or 1, we have ‘a 
(21) mod 2. — 


, 


ie 02, 070s tm—n-1) et os 1 
mea 
balls: bore PSO 1S NOS O85 ns Sats aN) 


In particular, in casem=n-+1: 


(22) a (* =, mod 2. 


Proof. Let ®7{ denote the cubical n-pseudomanifold formed by the subset 


1 
{1-5 tnt) 90" | ayia = Sh 


of @C”+1 with the subdivision induced from S”, Let %%—1 denote the cubical (n — 1)- 
pseudomanifold formed by the subset 


ot tok 
{(e1, eee Xn+1) E oOnt1 | Cn+1 = s} 


of 0C”*+1 with the subdivision induced from S*. Let 1: Rf > €™ and gz: KR-1+ Cm 
be the restrictions of m. We use «1, 6; to denote the numbers for 71, and use «2 to” 
denote that for yg. By the antipodal property of 9, 


V1, 2, ... ? Ym—n-1; Um—n 14, 22, LICH. ) tm—n-1s tm—n 
(23) aeeicte = Y a 
€1,+++,Em—n—1=—0,1 1, €2; - 


++>€m—-n-1, £1,..0)Em—n=0,1  \E1s 2; +++ 5 Em—n—-1; Em—n 
By Theorem 4, 
“1, v2, a  ) tm—n : 1, ta, ees tm—n> tm—n+1 
(24) veg ste bee itl , mod 2, 
€15+055€m—n =0,1 €1, €2, «++ 5 Em—n Bt ates Em—n=9,1 E1, €2, ++. 5 Em—ns 7) 
As (1 and «2 are equal, we derive from (23), (24): 
Wi jtas ces »¢m—n-1; tm—n 11, 12, ... tm—n Um—n+1 
(25) >. a( = a | atermscages tre , 
E15 +++2&m—n—1=0,1 €1, €2, «++ » Em—n-1; y F1,000,Em—n=0,1 €1, €2; «325 Em—n> Uf] 


mod 2. 


But ®3~* can be regarded as a G"-1, and p2: S"-1—> C™ satisfies the antipodal 
property. Therefore, if the theorem is true for S"-1, then by (25), it must also hold for 
©”, On the other hand, the validity of the theorem for G1 is easily seen from the case 
n = | of (25). Hence the theorem is proved, 


The next result is a cubical analogue of SPERNER’s lemma. 


Theorem 6. Let D” denote the cubical n-pseudomanifold obtained by subdividing the 
unit n-cube C™ into smaller n-cubes by means of hyperplanes parallel to the coordinate 
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_ hyperplanes. Let yp: D” > C” be a cubical vertex map. If, for every face qi (" (sis 
: é 
ae 
Sn; e=0,1) of C, every vertex of D” lying on F ( vs mapped by @ to a vertex of 
a 
_ lying on the face F el? then 


(26) 2(3) =1, ~ mod 2. 


Proof. First the theorem is trivial for n = 1. Let D”-1 be formed by the face F ( 


_ of C” with the subdivision induced from D”. Because of our hypothesis on @, the re- 
_ striction of y on D"1 may be regarded as a cubical vertex map g1: DY 1 > O"1. 


: ‘ 

' We have f (°) aie : , where «, 6 are the numbers for y, and « is that for 1 
* A * * 

: (see § 5). By Theorem 4, « (.) = 6 (\) , mod 2, so « (") 205 (.) mod 2. Thus the . 


_ theorem is proved by induction. 
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eS Integralfreie Darstellung der Zentralbewegung ; 

e . 3 
Von A. Ozkan z. Z. in Freiburg i. Br. ; 


1. Diese Note befaBt sich mit der integralfreien Darstellung der Zentralbewegung_ 
einer m-dimensionalen Ebene H,, im n-dimensionalen projektiven Raume Pn. Wir 
sprechen von einer ,,Zentralbewegung*‘, wenn eine Ebene im Raume derart ,,pro- 
jektiv bewegt“ wird, daB die Tangenten sémtlicher Bahnkurven in jedem Augenblick 
durch den gleichen Punkt 3 (¢) (Zielpunkt) gehen. ; ‘ 

Wir nehmen an, da die bewegte Ebene von den linear unabhangigen Punkten 
bo (t), pi(t), --- . Pm (t) aufgespannt wird. Nach Voraussetzung gilt fiir einen beliebigen 
Punkt p(t) der Ebene die Gleichung 


(1) p(t) = b(t) p() + a) a), 


wobei wie tiblich Striche die Ableitung nach dem Argumente bedeuten. Durch Um-— 
normung mit einem von Null verschiedenen Faktor @(¢) li8t sich erreichen, daB~ 
b(t) = 0 (vgl. [1]) wird. { 

Deshalb kann man von den folgenden Grundgleichungen ausgehen: , : 


(2) p; (t) = aa (t) 3 (t), to Onl S. agy Me (Do, P1, --- » Pm) +0. 


Natiirlich kénnen die a; (¢) nicht alle gleichzeitig Null sein; da die Ebene nicht fest ist, 
nehmen wir a + 0 an. Aus (2) ergibt sich durch Elimination von 3(é): 


soi alga 
ae hie 


Saorvgpinss Rant OA 


te 
oad 


3) pi =onlthpo@), t=1,2,...,m, 3) =P, gg) oO 


a In speziellen Fallen konnen manche der «; konstant sein, In diesen Fallen enthalt, wie | 
‘@ : man durch einfache Integration bestitigt, die Ebene raumfeste Punkte. Wenn die _ 
ae Ebene solche raumfesten Punkte enthiilt, konnen wir unter diesen linear unabhangige 
a Punkte a1,...,a% (k< m) als Basispunkte ,, ..., py der Ebene wahlen; es nimmt | 
Ag dann (8) die einfachere Form an: j 
‘ . 
Po PO, =O, Bega Sens Bhs ns B= oO. 

2 Die integralfreie Darstellung dieser Bewegung findet man ebenso wie in dem unter — 
i Abschnitt 2 dargelegten allgemeinen Falle. Wir schreiben sie nicht auf, da sie hier — 
E iiberfliissig ist. Wir bemerken aber, da die Ebene in diesem Falle von den linear un- © 
abhangigen raumfesten Punkten M1, +.., 4% und den m — k + 1 (nicht raumfesten) — 
a Punkten q(t), q/(t), ..., q(-™ (t), wobei q(t) die t-te Ableitung des willkiirlichen — 


Vektors q(t) hedeutet, aufgespannt wird. Am Ende dieser Note werden wir jedoch fiir 
ia drei Dimensionen diese Sonderfalle vom allgemeinen Falle trennen. 
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2. Zur Behandlung des allgemeinen Falles setzen wir «; + 0 voraus. Wir wollen in 


~ diesem Falle zeigen: die Basisvektoren fo, ... , m der bewegten Ebene sind mit Hilfe 
_ eines Vektors q(¢) und seiner m ersten Ableitungsvektoren integralfrei darstellbar. 


Diese Darstellungen werden offenbar den folgenden Satz von M. Barner enthalten: 


_ ,,Hntweder gibt es unter den festen Punkten der Ebene Z,,, einen raumfesten Punkt 
_ in der Zentralbewegung der Ebene Hm, oder es gibt fiir jedes ¢ einen eindeutig be- ' 


- stimmten Punkt q(é) der Ebene LZ, derart, daB die Ebene B,,, zu jeder Zeit ¢ Schmieg- 


ebene der Dimension m der Kurve q(f) ist‘ (unveréffentlichtes Manuskript). 
Durch partielle Integration erhalt man aus der ersten der Gleichungen (3) 


(4) , pi = apo — for pode. 
Z Setzen wir 
~ (5) apo = Gy. 


_ go erhalten wir fiir die Vektoren po, p1 mit Hilfe von qi, q; die Ausdriicke: 


‘ 1 / a1 / 
_ (6) PO get? PLS rey ie Sle 


Integriert man die zweite der Gleichungen (3) und benutzt (6), so erhalt man — 


E (7) p2=a2~o — +f (2) qidt. 


Man kann (a5/«;)’ + 0 annehmen; denn ware es Null, so lieBen sich die linear unab- 


: hangigen Vektoren po, 1, p2 durch die beiden Vektoren qi, q, ausdriicken; das wider- 


spricht aber ihrer linearen Unabhangigkeit. Wir werden daher bei jedem Schritte die 


- unterm letzten Integralzeichen vorkommenden Glieder als von Null verschieden an- 


- nehmen.k6énnen, denn sonst waren die Vektoren ; (¢ < m) nicht linear unabhangig. 


Wir gehen noch einen Schritt weiter und setzen: 


f 
Xe 


faite os 7 (2 you ays 


_ Aus (6), (7) und (8) erhalten wir fiir die Vektoren $o, p1, pg die folgenden Ausdriicke: 


1 ” 1 Le etney 
Mh ays ta lay q2> 
ay 7 
Oy o 
a1 if ” ai is 1 , 
(9) PLS Tye aye tls ey (22) qo; 
oy ony 04 
ie alk 7 a2 I vale oy ) 
nie). 3 le len (3) bis 
(z 04 *\ oy 


Man sieht, daB man fo, $1, P2 mit Hilfe von q2, has q3 ausdriicken kann und daB in die 


- Koeffizienten nur «1, «2 und ihre Ableitungen bis zu dritter Ordnung eingehen!). Um 


1) Offenbar kann man diese Darstellungsmethode bis zum gewiinschten Schritte auf genau 
dieselbe Weise fortsetzen. Jedoch ist ein Induktionsbeweis notwendig. 
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einen vollstaéndigen Induktionsbeweis durchzufiihren, schreiben wir (9) noch einmal ‘ 
in folgender Gestalt auf: 
(9’) Po = 0192 + %0293, 1 = %11 42 + a12q9, 

pe = qo + ao1 qo + a2 a9 


dabei sind die «;; nur von den «1, «2 und deren Ableitungen abhangig. 
Jetzt setzen wir voraus, daB sich die Vektoren jo, ... , p, ahnlich ausdriicken lassen : 
(k< m), namlich als 1 


k k 
(10) y= Dh, G=OL kL pe D Bacal? + ae. 
t=1 = 
Aus (3) folgt fiir den Vektor x41: 
: k 
(11) Det = +1 Po — ff ogy ( me Boi i) dt. : 
i=1 


Hier erscheinen die Glieder in folgender allgemeiner Gestalt: 

(12) t= f{ Biq@dt, ~Pi=ops1Pe, t=1,...,h. 

Durch partielle Integration erhalten wir aus (12): 
i-1 

(13) te =D (— 1) BP g-7-Y + (— 1) f PO qudt, +=1,2,...,k. 
7=0 


~ 


Wenn man die x; in (11) einsetzt, erhalt man, wie man sich leicht iberlegt, 
(14) pet = > Barnea? + f Bqudt. 
t=0 


Wie wir bereits oben bemerkt haben, darf 8 wegen der linearen Unabhangigkeit der , 
nicht verschwinden. Deshalb kénnen wir 


,. 1 / 
(15) . Bk = Qey1 Oder gy= B W441 
setzen, Setzt man nun qx mit (15) in (10) und (14) ein, so erhalt man: 
k+1 k+1 : 
(16) by => ua ghey ps Ol ee aes > vate gy + gear.’ 
t=1 i=1 


Das beweist aber gerade unsere Behauptung. Denn die Ausdriicke (16) haben dieselbe 
Gestalt wie die Ausdriicke (10), da die Vektoren py (( = 0,1,...,4+ 1) mit Hilfe 
eines willkiirlichen Vektors q,41(#) und seiner ersten + 1 Ableitungen ausgedriickt 
sind, Andererseits sind, wie man sofort sieht, die Koeffizienten dieser Ausdriicke nur 
von den oj (i = 1, 2,..., & + 1) und ihren Ableitungen abhangig. 


3. Als ein einfaches Beispiel betrachten wir die Zentralbewegung der zweidimensio- 
nalen Ebene im dreidimensionalen projektiven Raume (m = 2, n = 8). In diesem 
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z Falle haben wir nach (3) als Grundbeziehungen: 
@ Pr =P, Po = aah - 


Wir betrachten nun unter 1°) und 2°) spezielle Falle, unter 3°) den allgemeinen Fall. 
1°) Es sei a, = a, = 0. Hier gilt nach (17) mit raumfesten Punkten a4, ao: 


(18) Pi=H1P~Pot+t a1, pe=asho+ ae. 


Dies bedeutet aber, daB unsere bewegte Ebene durch eine raumfeste Gerade a1 a2 hin- 
durchgeht. Weiter kann man die Ebene als von den linear unabhaingigen Punkten 

~ Q1, G2, Yo aufgespannt denken und p, als Zielpunkt annehmen. 

3 2°) Jetzt setzen wir z. B. x, + 0, a = 0 voraus. Aus (17) erhalten wir zundchst mit 

- dem raumfesten Punkte a: 


(19) pi = aipo — | a; podt, po = a2Po0 + a. 


_ Man kann natiirlich als Basisvektoren der bewegten Ebene die Vektoren {, $1, a 
_nehmen. Wie oben setzen wir 


t? 


(20) apo=q, po=—s 


So erhalt man fiir die Basisvektoren der Ebene und den Zielpunkt folgende Ausdriicke : 


7 


: : % , Lah VESEY 
(21) poss Pee Y—% a 9= aq" — aya’. 


3°) Im allgemeinen Fall sind a a, von Null verschieden. Deshalb kann man zu- 
_ nachst nach (9) 


q’ at oe Oy q’ 2 q’ 
po = ae oy ? p1 on (eM ay 
a 04 ot 

eda Feige sen Sg 
mace on, i. aes 
on on 


schreiben. Um fiir die ; eine noch einfachere Gestalt zu erhalten, fiihren wir eine 
passende Parametertransformation durch, wir definieren namlich einen neuen Para- 
meter t* wie folgt: 


(22) 


a5 (t) 


(23) - pcs x(t) oder §* da, = dag. 
~ Wenn wir ons 

(24) | oy (t) = dt* 

setzen, so erhalten wir aus (23) fiir «2(é): 

(25) a(t) = f' (t*) * — f(t) 


und fiir eine allgemeine Funktion F(t): 
dF(t)  dF(t*) dt* dF (t*) (By, 


(26). Medien ch= iter cdi sate 


» © of dye sant <a 4 
an: ‘ he Ms, Ria’ ® " a aay. A 


fy o tie ce es ot we t a = i’ 
20 homed ee — 4 hati i: mes ber Kg 


dabei bedeuten Striche die Ableitungen 1 nach ¢t*, und wegen daft +0 ist "e 0. 
a _ den Zielpunkt 3 comes wir offenbar nach (3) und {27 ) a as ons 


\ yy Hon a i oe 


eC) aa aac Se es sa fa—" a" ce ds aN eS oe 
cy. schreiben. (27) und (28) sind g genau die Ergebnisse von M. BAnNEr (anversentic 
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Zur kinematischen Abbildung flichenlii ufiger Bewegungsvorgiinge 
im Euklidischen Raum 


W. SCHMEIDLER zum 70. Geburtstag gewidmet 


Von Hans Roserr MULueER in Berlin 


Hine ausgezeichnete Klasse von flichenliufigen (zweiparametrigen) Bewegungs- 
_vorgingen By; des Euklidischen Raumes wird auf folgende Weise erklart: Im beweg- 
lichen System (Gangraum) #, wie im ruhenden System (Rastraum) R’ werde je eine 
_ starre Strahlflache (Regelflache) Y bzw. Y’ angenommen. R beschreibt.nun einen aus- 
gezeichneten By; gegeniiber R’, wenn jede Erzeugende von WY mit jeder Erzeugenden 
von Y’ derart zur Deckung gebracht wird, da8 Y und ¥”’ sich in den jeweiligen Strik- 
tionspunkten berihren. 
Im Folgenden sollen die Beziehungen aufgezeigt werden, die auf Grund der kine- 
matischen Abbildung des Euklidischen Raumes zwischen diesen ausgezeichneten 
raumlichen Bewegungsvorgangen und den von L. Biancut betrachteten ,,abwickel- 
baren Flachen“ des elliptischen Raumes, die im kleinen langentreu auf die Euklidische 
Ebene abbildbar sind, bestehen. 
__L. Evter beniitzte bereits 1776 Quaternionen zur Darstellung der Drehungen um 
einen festen Punkt O. Es sei 


(1) ; A = ao + €1 41 + gaz + 303 
eine genormte Quaternion mit 

(2) A-A=(AA)=a8 + a2 4+ o8 + af =1 

und bedeute 

(3) A= ao — €1 41 — 242 — &3 43 


das Konjugium von A. Die Drehung eines Punktes x mit dem Ortsvektor (vektorielle 
Quaternion) 
——> 
(4) Ow =x = e1%1 + C2%2 + C3 x3 
um eine durch O gehende Drehachse der Richtung a durch den Drehwinkel 2« in den 
Punkt «* mit 


' KS. * a * * 
(5) Oot ae C10 p Catan 1 eats 


kann nun in der Form 


(6) ue A gt A 


: geschrieben werden. Die angedeutete Produktbildung ist hierin nach den Regeln der 


ot ee Or og 7 
t 
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Quaternionenmultiplikation vorzunehmen und gibt fiir Skalar- bzw. Vektorteil der 
Quaternion A 


(A) = ao = cosa, } 
V (A) = e141 + e242 + e343 =asing. 


Die Drehungen des Euklidischen Raumes um einen festen Punkt und somit auch 
die Bewegungen der Hinheitskugel in sich bilden eine dreigliedrige Gruppe, deren 
Parameterraum nach K. SrEPHANOS eine elliptische Metrik besitzt. Wir ordnen hierzu 
der Quaternion + A einen gleichfalls mit A bezeichneten Punkt eines dreidimensio- 
nalen projektiven Raumes zu, dem durch die Erklarung : 


cos § = (A B) = 5 (A- B+ B-A) = Sadi 


fiir den Abstand # zweier Punkte A und B eine elliptische MaSbestimmung auf. 

gepragt wird. In (1) sind hierbei die Weierstrafischen Koordinaten a; des Punktes A 

zur Quaternion,A zusammengefaBt; das absolute Gebilde dieser Metrik ist eine null- 

teilige Quadrik mit der Gleichung 
(420) = 0; 


Das Ubertragungsprinzip der Liniengeometrie von E. Srupy vermittelt nun eine 
Darstellung der Bewegungen im dreidimensionalen Euklidischen Raum mit Hilfe von 
dualen Quaternionen (Biquaternionen). Hierzu betrachten wir auf der Einheitskugel 
neben reellen Punkten x mit reellen Koordinaten a; auch duale (dual-komplexe) 
Punkte x mit dualen (dual-komplexen) Koordinaten 


xy = 0 + EX. 
Diese dualen Zahlen bilden wegen der Bedingung 
(7) 62 = 0 


einen Ring; rein duale Zahlen fungieren als Nullteiler. Duale Punkte der Hinheits-— 


kugel werden also durch duale Einheitsvektoren | 


(8) x=x+ex 
erfaBt. Fiir sie gilt 


x°% = (xx) = (xx) + 2e(az) = 1 
oder 


(9) (v2) Sb, Sea) = Oe 


Diese Bedingungen legen die Deutung der aj und a; als genormte Pliickersche 
Geraden-Koordinaten nahe. Dem dualen Einheitsvektor « und damit dem dualen 
Punkt « der Kinheitskugel entspricht umkehrbar eindeutig eine gerichtete Gerade des 
Kuklidischen Raumes, deren Richtung durch # und deren vektorielles Moment beziig- 
lich des Ursprungs O durch & festgelegt sind. Hierbei stehen die dualen Drehungen 
der Einheitskugel den reellen Kuklidischen Bewegungen des Geradenraumes gegen- 
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uber, fiir die gema&B (6) die Darstellung 


ETON a*—A-x-A 

mit einer dualen Quaternion (Biquaternion) 

(11) A=A+eA und A-4=(AA)=1 
gilt. 


Der Fortsetzung der sphirischen Kinematik vom reellen ins dual-komplexe Gebiet 
entspricht nun eine analoge Erweiterung des Parameterraums: Hine Bewegung des 
_ Euklidischen Raums wird auf einen dualen Punkt A des elliptischen Raums ab- 

_gebildet. Dieser ins Duale erweiterte elliptische Raum fungiert somit als Parameter- 
raum der sechsgliedrigen Euklidischen Bewegungsgruppe. 
_ G, Fusint, J. HJELMSLEV-PETERSEN und E. Srupy hatten um 1900 die gerichteten 
Geraden G des elliptischen Raumes auf Paare von Punkten einer Einheitskugel ab- 
gebildet, die als ,,linke“* bzw. ,,rechte‘‘ Bilder der Geraden unterschieden werden. Die 
vom Kugelmittelpunkt O zu diesen Bildpunkten fiihrenden Vektoren r, r’ werden als 
die beiden Richtungsvektoren von G bezeichnet und sind durch 


(12) r=gt+g*, r=g—g* 
- erklart, wobei die Pliickerschen Koordinaten g;; von G zu Vektoren 


g =1901 + €2902 + 3903» 


(13) 
g* = €1923 + 2931 + 3912 


3 zusammengefaBt werden. Die Pliickersche Gleichung 


| (99*) =9 
ermoglicht die Normierung 


(14) (rrr) == 1. 


Als Bild einer dualen Geraden G des elliptischen Raumes mit dualen Koordinaten 
gij ergeben sich nun ein Paar von dualen Richtungsvektoren r, r’, also ein Paar von 
dualen Bildpunkten auf der Hinheitskugel und somit nach dem Srupyschen Uber- 
tragungsprinzip zwei reelle Gerade r, r’ im Euklidischen Raum. Diesen Ubergang 
von der dualen Geraden G zu den zwei reellen Bildgeraden r, r’ kénnen wir nun als 
, kinematische Abbildung’: des dreidimensionalen Euklidischen Raumes bezeichnen, 
~ denn einem dualen Punkt A des elliptischen Raumes, aufgefaBt als Trager aller in- 
zidenten Geraden G, entspricht eine Euklidische Bewegung, die die Gerade r in die 
Gerade r’, also das linke Bild in das rechte Bild iiberfiihrt. Dies folgt sofort aus 
Formel (10), die fiir « = r und x* = r’ mit der Inzidenzbedingung 


A:r'—r:A=0 


des Punktes A und der Geraden G iibereinstimmt. Diese Abbildung kann als Gegen- 
_ stiick zur kinematischen Abbildung der Ebene angesehen werden, die von W. BLASCHKE 
und J. GriinwaLp 1911 angegeben worden ist. Wir erhalten Ergebnisse und Satze 
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ahnlichen Charakters, wenn wir aus Geraden oder Punkten bestehende Gebilde des ins 
Duale erweiterten elliptischen Raums deuten. 

Die Betrachtung von Punktmannigfaltigkeiten des elliptischen Raumes fabrt zur 
Kinematik der Bewegungsvorgiinge im Euklidischen Raum: Eine duale Quaternion | 
A = A(t), die in stetiger, geniigend oft differenzierbarer oder etwa analytischer Weise i 
von einem reellen Parameter ¢ abhangt, stellt eine einparametrige Punktmannig-— 
faltigkeit gleicher Eigenschaft, einen ebensolchen ,,faden“ des elliptischen fiaumea ; 
dar. Er ist das Bild eines zwangliufigen Bewegungsvorgangs By im Euklidischen — 
Raum. Ersetzen wir ¢ durch hinreichend benachbarte duale Werte t = ¢ + ef, so ge- 
langen wir zur Darstellung einer (dualen) Kurve A = A(t) des Parameterraums.— 


y 
& 
7 


- Kigentlich miBten wir von einem synektischen Faden baw. yon einer synektischen 


Kurve sprechen, wenn an die Stelle der analytischen Funktionen einer komplexen- 
Veranderlichen (gebildet mit der Einheit i und 1? = — 1) die synektischen Funktionen — 
einer dualen Variablen treten. Es sind dies die im Dualen differenzierbaren Funk- 
tionen (bei Unabhangigkeit des Grenziiberganges vom Weg), die auch in Potenzreihen — 
entwickelbar sind. Ahnlich wie in der komplexen Geometrie besteht eine Kurve aus 
co2 dualen Punkten. Eine allgemeine, zweiparametrige Mannigfaltigkeit des dual- 
komplexen Raumes mit geeigneten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften — 
wollen wir jedoch als Membran bezeichnen, entsprechend der von E. Stupy vor- 
genommenen Ubersetzung des Wortes ,tela‘*, das C. Spare fiir den analogen Begriff 
der komplexen Geometrie eingefiihrt hatte. Sind wu und v reelle Parameter, so ist dem- 
nach durch A = A(u, v) eine Membran als Bild eines fldéchenldufigen Bewegungsvor- 
gangs By im Euklidischen Raum erklart. Als duale Fldchen hingegen bezeichnen wir 1 
vierdimensionale Gebilde des dual-komplexen Raumes, die durch Abhangigkeit einer : 
dualen Quaternion A = A(u, v) von zwei dualen Groen u = wu + éu, v= v+ ev 
erfaBt werden. 

Fiir Faden und Kurven des dualen Raumes mit elliptischer Metrik gelten natur- 
gemaB ahnliche Beziehungen und Satze wie in der komplexen Geometrie bei Euklidi- | 
scher Metrik. Als Folge des Identitiats-Satzes fiir synektische Funktionen ergibt sich: 


io ote -” 


vue 


~ 


1. Jeder synektische Faden liegt auf einer einzigen synektischen Kurve. . F 


So wie fiir eine reelle Kurve des elliptischen Raumes kénnen wir fiir einen synek- 
tischen Faden und damit auch fiir die zugehérige synektische Kurve ein begleitendes 
Polartetraeder einfithren und das zugehérige schiefsymmetrische System von Ab- — 
leitungsgleichungen aufstellen, das den Frenetschen Formeln der klassischen Kurven- _ 
theorie entspricht. Als einfachste Differentialinvarianten erhalten wir hierbei Kriim- 
mung und Torsion. Wenn wir bei Divisionen durch duale Zahlen auf etwaige Null- 
teiler achten, so stellen wir fest: . ie 


——- 


2. Jede synektische Kurve hat an jeder Stelle eine von der Fortschreitungsrichtung auf der 
Kurve unabhingige Tangente. Durch diese Higenschaft sind die synektischen Kurven — 
geradezu unter den Membranen ausgezeichnet. . 

3. Sdmiliche synektische Fiiden einer synektischen Kurve haben im gleichen Punkt nicht 
nur die gleiche Tangente, sondern stimmen auch in Kriimmung und Torsion tiberein. 


(Sie unterscheiden sich jedoch im allgemeinen in den dualen Bogenelementen und 
damit in ihren Bogenlingen!) 
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Fiir Membranen und Flichen des dualen elliptischen Raumes finden wir unter 

- anderen etwa die folgenden Ergebnisse: 

4, Jede synektische Membran hegt auf einer einzigen synektischen Fliche. 

5. In einem reguléren Punkt einer synektischen Membran bilden die Tangenten im all- 

gemeinen eine Kette von Strahlen eines Strahlbiischels. 

_ Hierbei miissen wir uns vorstellen, daB ein Strahlbiischel des dual-komplexen 

- Raumes aus den oo? dualen Geraden G einer festen dualen Ebene U durch einen 

_ festen dualen Punkt A von U besteht. Im Sinne von Cur. von StauprT ist dann eine 
Kette die Gesamtheit aller co! Geraden G des Biischels, die mit drei festen Biischel- 

_ geraden jeweils ein reelles Doppelverhaltnis bestimmen. 

_ Mit dem Punkt A unserer Membran und damit der zugehorigen Flache verbinden 

wir ein begleitendes Polartetraeder {Po, P1, P2, P3} derart, daB Po mit A zusammen- 

- falilt, die Punkte P; und P2 in die Tangentialebene und P3 auf die Flachennormale im 

— Punkt Po = A zu liegen kommen. Fiir die zugeh6rigen dualen Quaternionen gilt dann 


= vit Shas 1 fir i=j, 
Ferner sei die Determinante 
(16) (Po P, Pz P3) = +1. 
 Bezeichnen wir die Richtungsvektoren der von Po ausgehenden Tetraederkanten mit 
ri baw. r;, so ist 


(17) r=P;- Py, r;=Py-P, (i= 1,2,3) 
mit | 
(18) (rery) = (ry 7;) = Oy 


und den Determinanten 

(19) (rirars) = (ryrgr3)= +1. 
Aus (17) ergibt sich sofort die Inzidenzbedingung 

(20) “7: Po — Po-r; =0 


als Ausdruck dafiir, daB die Tetraederkanten mit den Richtungsvektoren rj, r; sich 


im Punkt Po schneiden. 
Die Abhangigkeit dieses Polarvierlings der P; von zwei reellen Parametern wu, v 
fiihrt zu Ableitungsgleichungen, die sich in den Richtungsvektoren der Tetraeder- 


kanten wie folgt schreiben 


, , , , , 
(21) dr; = rj Wy — rz0d;, dr; = 71; Oy, — 7,0; 


mit zyklischen Anordnungen ?, 7, k von 1, 2, 3. 
Hierbei sind die ;, w; lineare Differentialformen (Pfaffsche Formen) in u und », 


_ also Ausdriicke der Gestalt 
. ; w =adu + bdv 
26* 


4 -_—-.r» a +2 a ao * my Ae VSS Oe tee eee ) ae Fy ce | ri 
es . Ces) ~ OX a ten, “pe ‘ i wwe 
‘ 


388 ; H. R. Mixier ARCH. MATH, 


mit dualen Funktionen a, b von uv und v und gilt ferner wegen 


(dPo P3) = — (PodP3) = 0 
die Bedingung 
(22) Ws = Ws. 

Unter Verwendung alternierender Produkte von Differentialen 

[dudv] + [dvdu]=0, [dudu]=0 
und der auBeren Ableitung 
ob 0a 
do = [dadu] + [db dv] = (55 ve 4 [du dv] 

einer Pfaffschen Form w bestehen noch die Integrierbarkeitsbedingungen von (21) in 
Gestalt der Beziehungen 


(28) 7 dw; = —[W;0;], dw; = —[w; wz]. 
Wegen (22) folgt daraus im besonderen 
(24) ds = — [1 2] = — [, w5] = dws. 


Die Richtungsvektoren rz und r3 der Flachennormalen P, P3 beschreiben auf der 
Hinheitskugel die beiden sphiirischen Bilder unserer Membran. Fiir (, ji; =3;, EUs 
erhalt man aus (21) 


25) [drs x drs] = rg[w1 2], + fdr} x dr] = rj [eos «4). 

Hierbei ist fiir Vektoren durch ,, x “‘ die Bildung des Vektorproduktes angedeutet und — 
sind auBerdem die Differentialformen alternierend zu multiplizieren. Fiir reelle — 
Flachen des elliptischen Raums stellt (25) die vektoriellen Flichenelemente der 
-spharischen Bilder dar und besagt (24), daf letztere flachentreu aufeinander bezogen — 
sind, 

L. Brancut hatte jene reellen Flachen des elliptischen Raumes untersucht, fiir die — 
das GauBsche KriimmungsmaB und damit auch der Ausdruck von (24) identisch ver- ~ 
schwinden. Diese Flachen sind somit im kleinen langentreu auf die Euklidische 
Ebene abbildbar, ihre spharischen Bilder schrumpfen auf Kurven zusammen, die auf 
der Kinheitskugel von r3 bzw. r3 beschrieben werden, 

Diese ,,abwickelbaren Fldchen‘‘ von Brancut haben nebenbei die kennzeichnende 
Eigenschaft, Schiebflachen des elliptischen Raumes zu sein und enthalten als Sonder- 
fall die CLirrorpschen Zylinder. 


Wir betrachten nun eine Membran einer solchen Brancutschen abwickelbaren — 
Flache, fiir die also stets 
(26) [1 We] = [w, w5] = 0 
gilt. 

Da das begleitende Polartetraeder {Po, P1, Pe, P3} und damit die beiden Dreibeine 
der r; und r; vorlaiufig iberhaupt nur bis auf Drehungen um die Kante Po P3 bzw. um 
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r3, rs geometrisch festgelegt sind, kénnen wir sie in soleche Lage bringen, d. h. einen 
‘ dualen Drehwinkel tw so wahlen, da8B sogar 
(27) W3 = 0; = 0 
gilt. Der Drehung 

r, =1r1cost — rgsint, 

r; =r,sint+r2cost, 
entsprechen namlich die Transformationen 


W; = W) cos T — We sinT,; ‘ 

5 W, = W3 — dT. 
. G, = @) sin T + We COST, 
Gleiches gilt fiir die r; und ;. 

Da nach (23), (26) die Integrabilitatsbedingung 

dws; = — [WW] = 0 
erfiillt ist, kann 
W3 — dt =0 


integriert, also tatsiichlich w3 = 0 erreicht werden. 
Umgekehrt liegt fiir (27) gewi8 eine Membran einer abwickelbaren Flache vor. 
Die Ableitungsgleichungen (21) nehmen nun die einfache Gestalt 


dr, = —17r3 Wo, dro = 73}, dr3 = ry Ws — re W1; 
(28) , , , , , / , , , , , 
dr, = —1r3 5, drs = 13 0), , drs = 11 Ws — ry W, 


an. Betrachten wir fiir beliebigen, jedoch festen dualen Winkel & die Kinheitsvektoren 


(29) r=r,cos@—resina, r’=r,cosa—rysing, 
so gilt nach (28) 

(30) dr=—r30, dr’ =—r,w’ 

“mit 

(31) W® — W,sina@+ Wecosa, Ww’ =) sina + Ww, cose. 


_Es beschreiben also nicht nur die Vektoren rz, r; gemaB (26) auf der Einheitskugel 
je einen Faden, sondern wegen (30) auch die mit beliebigem Winkel @ gebildeten 


‘Vektoren r, r’1). 
Von (20), (29), (30) gelangen wir zu den Inzidenzbedingungen 


adr dr’ 
r:° Po — Por =0, ST a a enrrariad ue 
die wir zwecks Deutung besser so schreiben: 
ES ae dr’ ES NG by & 
(32) r =P o:-r-Po; w’ = Po: Po: 


1) Ubrigens werden von allen Vektoren der Gestalt 
r=7ria; + reag + r3a3, a; = konst., 
Faden beschrieben. 


yr ar Ly 4 
ra. e UE Say 
My iy iy ¢ _ 

' 


See 


a 


bar 
b 
4 " 
i 


Se pane 


— 


Sees 


aoe 
4 


ee OE 


iz 
sora 


teh r, 


Sr hee ee 


‘© 


390 H. R. Mier ARCH. MATH. 


Wir deuten nun unsere Ergebnisse erst im spharischen Bild, also auf der dualen” 
Finheitskugel und dann im dreidimensionalen Euklidischen Raum! - 

(32) besagt: Die Ausgangslage des ,,linken“‘ Richtungsvektors r geht durch die je- 
weilige duale Drehung Po in den ,,rechten* Richtee r’ iiber. Hierbei ent- 
sprechen sich auch die Tangenten der von r bzw. r’ auf der Einheitskugel beschriebe- — 
nen Faden. Unsere ausgezeichneten flachenlaéufigen Bewegungsvorgange, die Bilder 
von Membranen abwickelbarer Flachen des elliptischen Parameterraums sind, haben — 
also die Eigenschaft, daB ihnen duale Drehvorginge (Bewegungen auf der dualen — 
Kugel) entsprechen, bei denen ein an der Gangkugel befestigter Faden stets einen in der 
Rastkugel festen Faden beriihrt. Bei Variieren von & gelangen wir zu anderen solchen — 
beriihrenden Fadenpaaren, die in gleicher Weise zur Erzeugung unserer Bewegungs- : 
vorgange dienen. Wegen (30) sind diese zweigliedrigen Scharen — als Scharparameter — 
fungiert hierbei die duale Gréd8e « — von beriihrenden Fadenpaaren auf der Gang- — 
bzw. Rastkugel auch als sphiarische Evolventen der Einhiillenden von KugelgroB- — 
kreisen anzusprechen, deren sphirische Mittelpunkte jeweils durch + rg bzw. + rs 
bestimmt sind. a 

Nun zur Deutung im Euklidischen Raum: : 

Die Erzeugenden r, r’ beschreiben im Gang- bzw. Rastraum zwei Strahlfldichen VY, 
W"", die sich bei unserem Bewegungsvorgang stindig im gemeinsamen Zentralpunkt so — 
beriihren, daB auch die Erzeugenden r und r' zur Deckung kommen. Es stimmen fiir die — 
beiden Flachen also auch die Zentraltangenten und die Zentralnormalen jeweils — 
iiberein; letztere entsprechen den Vektoren rg und r3. Damit sind wir auf die eingangs — 
beschriebenen ausgezeichneten Bewegungsvorginge zuriickgekommen. Ihr kinemati- ; 
sches Bild sind also Membranen abwickelbarer Flachen des elliptischen Raumes. : 

Das erzeugende Strahlflachenpaar WY, ¥Y’ kann fiir jeden solchen Bewegungsvor- 
gang durch ein anderes Strahlflachenpaar ©, ’ ersetzt werden. Hierbei besteht dann — ; 
zwischen den Flachen Y und @ auf der einen Seite und den Flaichen Y’ und @’ auf — 
der anderen Seite folgender Zusammenhang: Entsprechende Erzeugende von Y und @ © 
gehen durch die gleiche, jedoch willkiirliche Schraubung um die augenblickliche © 
Zentralnormale auseinander hervor, d. h. also die Erzeugenden r von Y werden um — 
die gleiche, beliebig wiihlbare Strecke % in Richtung der jeweiligen Zentralnormalen — 
rg verschoben und gleichzeitig durch den festen, beliebig wahlbaren Winkel a um — 
diese Gerade verdreht. Bei dieser Abainderung von ¥Y in @ bleiben also die Zentral- 
normalen rz erhalten und wandert der Zentralpunkt auf rz um die Strecke a weiter. 
— Die entsprechende Transformation unter Verwendung der gleichen GréBen ao, xo _ 
ist auf die Erzeugenden r’ von Y’ auszuiiben, um die Fliche @’ zu erhalten, die nun | 
zusammen mit ® den gleichen ausgezeichneten Bewegungsvorgang erzeugt. 


f 
4 
t 
3 


Literaturverzeichnis 


Zur Geometrie im komplexen Raum: 


: SraRe, Un nuovo campo di ricerche geometriche. Atti di Torino XXV, XXVI (1890). 
. STRUBECKER, Komplexe Geometrie und aufrechte Ellipsenbewegung. J.-Ber. Deutsch. 
Math -Verein. 50, 43—58 (1940). 
E. Stupy, Vorl. tiber ausgew. Gegenstiinde der Geometrie (I. Heft). Leipzig u. Berlin 1911. 
K. Stupy, Geometrie der Dynamen. Leipzig 1903. 


K. A. Weiss, Hinfiihrung in die Liniengeometrie u. Kinematik. Leipzig u. Berlin 1935. 


~ Vol. XI, 1960 Zur kinematischen Abbildung im Raum 391 


Zur Geometrie im elliptischen Raum: 
W. BuasceKe, Nicht-Euklidische Geometrie u. Mechanik. Hamburger Math. Hinzelschr. 
34. Heft, 1942. 
R. GARNIER, Cours de Cinématique t. III. Paris 1951. 


Zur kinematischen Abbildung: 
# W. Buascuxe, Euklidische Kinematik und nichteuklidische Geometrie. Z. Math. Phys. 60, 
61—91, 203—204 (1911). 
‘W. Buascuxe, Ebene Kinematik. Leipzig u. Berlin 1938. 
W. BuascuKe und H. R. Mitier, Ebene Kinematik. Minchen 1956. 
J. GRUNWALD, Hin Abbildungsprinzip, welches die ebene Geometrie u. Kinematik mit der 
raumlichen Geometrie verknipft. 8.-Ber. Akad. Wiss. Wien, Math.-Naturw. Kl. 80, 677—741 
(1911). 
H. R. Mttier, Die Bewegungsgeometrie auf der Kugel. Monatsh. Math. 55, 28—42 (1950). 
H. R. Mttuer, Sulla proiezione cinematica nello spazio Euclideo. Atti del 1V. Congr. Unione 
Math. Ital. 1951. 


Hingegangen am 22. 6. 1960 


a ee SSS eS Eo aes Aen tte Zr }: Fre ID i a Eto eee eee m4 


‘ 


392 ARCH. MATH. 


a 
4 


Netze von Asymptotenlinien, 
die sich kinematisch erzeugen lassen 


Von ADOLF SCHREINER in Miinchen 


Das Studium der Bewegfléchen — das sind Flichen, die durch Bewegung einer — 
starren Kurve im dreidimensionalen euklidischen Raum erzeugt werden — wurde 
bisher vor allem unter drei Gesichtspunkten betrieben. Entweder stellte man an die 
erzeugende Kurve!) oder an die flachenerzeugende Bewegung?) gewisse einschran- 
kende Bedingungen, oder es wurde die Frage untersucht, ob sich solche Flachen auf 
mehrfache Art kinematisch erzeugen lassen?). Mir scheint nun auch ein vierter Ge- 
sichtspunkt der Betrachtung wert, nimlich die Bewegflachen im Hinblick auf ihr 
,,kinematisches Netz“ zu studieren4). Ich verstehe darunter das Netz bestehend aus 
der Schar der kongruenten Kurven der Flache und der Schar der Punktbahnen, die von 
der flichenerzeugenden Bewegung herriihren. Kinematische Netze lassen sich némlich 
besonders einfach analytisch darstellen, ein Grund, weshalb sie fast durchweg in den 
Vorlesungen und Lehrbiichern der Differentialgeometrie als Beispiele fiir spezielle 
Netze, wie Netze von Asymptoten- und Kriimmungslinien oder fiir konjugierte Netze,. 
verwendet werden. . 

Diese Arbeit soll nun dazu beitragen, einen Uberblick iiber die Flichen zu ge- 
winnen, bei denen sich solche speziellen Netze in dieser einfachen kinematischen 
Weise erzeugen lassen; es sollen in ihr alle Flachen mit einem kinematischen Netz von 
reellen Asymptotenlinien angegeben werden 5). In Teil 1 wird gezeigt, daB eine Flache 
mit einem kinematischen Netz von reellen Asymptotenlinien notwendig eine Regel- 
flache ist; in Teil 2 werden hinreichende Bedingungen fiir ein solches Netz aufgestellt 
und gleichzeitig wird ein vollstindiges System relativer Differentialinvarianten einer 
Regelfliche mit einem kinematischen Netz von Asymptotenlinien berechnet; in Teil 3 


werden schlieBlich die Achsenflachen jener Bewegungen angegeben, die solche Netze 
erzeugen®), 


1) J. N. Hazzipaxis, A. Perot, E. Miturr, EB. Barre, R. Bricarp, A. Demourry, M. Know. 


2) G. Monas, S. Lin, L. Burmester, L. P. Ersennarr, G. Jutra, L. Tuscue, 
3) S. Frnsterwacper, L. P. Ersennart, B. Gampier, L. Battir, H. BRAUNER. 
2 Vergleiche auch [3]. In dieser Arbeit wird eine Reihe anderer kinematischer Netze unter- 
sucht. a 

°) Die Frage nach allen Flichen mit kongruenten Asymptotenlinien wurde von J. N. Hazzz- 
DAKIS behandelt. Es gelang ihm, die erzeugende Bewegung anzugeben und die starre Kurve durch 
ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung festzulegen. Siehe [1]. 


f AE Herrn Professor F. Loprtn méchte ich an dieser Stelle fiir manchen wertvollen Hinweis 
anken. 
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1. Es sei 
p = p(s, t) 


eine Bewegflache; als GauBsche Parameter seien auf ihr eingefiihrt: die Bogenlinge s 

der kongruenten Kurven, die ,,Zeit‘‘ ¢ als Parameter der Bewegung. Die flachen- 
-erzeugende Bewegung sei zweimal stetig, die bewegte Kurve dreimal stetig differen- 
_zierbar*). Partielle Ableitungen nach der Zeit werden durch einen Punkt, solche 

nach der Bogenlange durch einen Strich gekennzeichnet. Ferner schreiben wir fiir 


b(s, t) = v(s, t) ’ 
- wobei das Argument spater weggelassen wird. Wir bezeichnen mit 
t den Tangenteneinheitsvektor der starren Kurve, mit 


h deren Hauptnormaleneinheitsvektor, mit 
6 deren Binormaleneinheitsvektor. 


Langs der Bahnkurve s = so sei das kinematische Netz regular, d. h. 
(0) | Yo X to +0, 


Do = (so, t) = Geschwindigkeitsvektor des Punktes s = sp der bewegten Kurve, 
i t(so). 
Die flachenerzeugende Bewegung denke man sich durch das Abschroten einer be- 
wegten Achsenflaiche @ auf einer ruhenden @ entstanden. Den mit der starren Kurve 
und mit P fest verbundenen Raum nennen wir E, den ruhenden ZL. Die kiinftigen 
Betrachtungen werden fast durchweg in B vorgenommen. Aus diesem Grunde ist es 
fiir die Anschauung zweckmaBig, sich als Beobachter im Raum EB den # in ,,Ruhe“ 
und den Raum # , bewegt* zu.denken, Die ,,ruhende“ starre Kurve zeichnet dann in 
den ,,bewegten‘‘ Raum H die Bewegflaiche ein. Die Vektoren (s;, ¢) der Geschwin- 
digkeiten eines Punktes s; der ,,ruhenden“ starren Kurve relativ zum ,,bewegten” 
Raum £ denke man sich im Punkt s; des # abgetragen; sie liegen dann in E auf 
einem Kegel mit s; als Spitze. 
Die Kurven ¢ = const. sind Asymptotenlinien, wenn gilt 


(1) ob 0; 

durch Differenzieren nach s folgt daraus 

(2) b’b + vb’ = 0, 

(3) yb + 2b'b’+ vb” = 0. 


Die Frenetschen Formeln und die bekannte kinematische Beziehung 


(4) p=bvotuxt, 
it = momentaner Drehvektor der Bewegung, 
t = Sehnenvektor vom Punkte so zum Punkt s der starren Kurve, 


*) Siehe Anhang. 
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3 erlauben uns, aus (2) und (3) Gleichungen abzuleiten, deren Diskussion zur Loésung” 
fi 3 der Aufgabe fiihrt. Wir unterscheiden dabei folgende Falle: 4 


1. Regelfliichen. Da wir uns deren Diskussion fiir spater vorbehalten, kénnen wir 


My zunachst voraussetzen, daB die Kriimmung k der starren Kurve nicht identisch ver- i 
‘A schwindet, also insbesondere an der Stelle so von null verschieden ist. — 
e 2. Asymptotenlinien mit der Windung w = 0 sind zugleich Kriimmungslinien, die 

¢ betreffenden Flachen also Hbenen. Diese besitzen trivialerweise ein Netz der in Rede | 
ae stehenden Art und werden im folgenden nicht beachtet. Wir kénnen daher — wie 

vA ~ eine einfache Stetigkeitsbetrachtung zeigt — auch die Windung w fiir s = 89 von null : 
Bass’ verschieden annehmen’). i 


Wenn wir jetzt »’ und bv” aus (4) berechnen, erhalten wir fiir (2) _ 


_ (5) phw + uh = 0 
und fiir (3) } 
(6) ut k-+uh— — ub2w + vtkw =0. ; 


3. Ein kinematisches Netz, in dem die kongruenten Kurven Asymptotenlinien sind, — 
kann unter der Voraussetzung k& + 0 nicht orthogonal sein; denn aus vt = 0 wiirde © 
durch Differenzieren nach s wegen b’ = u X t (vgl. (4)) folgen bh = 0, was zusammen ~ 
mit (1) einen Widerspruch ergabe. 


~ 2 Re eee eeaa oe eee 
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fers 


4. Der Fall u = 0 an einer Stelle 4; scheidet aus, wie die Gleichungen (0), (1), (5) — 
und (6) lehren. 


5. Samtliche momentanen Drehvektoren u seien parallel. Normieren wir fiir den 


ft 


és Augenblick die Bewegung so, da8 || = 1 wird$); es folgt dann 1 = 0. Da t, b, b 
me in # fest sind, lauten (1), (5), (6) nach ¢ differenziert 

ee | 

iy vb =0, vbh=0O, vt=0; beachte FuBnote ”). 

a ye 
ah Die hieraus folgende Konstanz von » ist bei |u| = 1 nur im Fall von Drehungen — 
by oder Schraubungen méglich. Die Bahnkurven einer Drehung sind, wenn man gemaB — 


Nr. 2 von zur Ebene entarteten Drehfliichen absieht, niemals Asymptotenlinien; — 
unter den Schraubenflichen hingegen ist die Wendelfléche die einzige, bei der die 
Schraubenlinien Asympitoterilinien sind®), : 


6. Die Vektoren 1 seien nicht durchweg parallel. Aus (6) folgt durch Differenzieren 
nach s bei Beriicksichtigung von (5) 


(7) uti’ — 2) 4 ug (SE 4 22) — ube’ 4 vt(wk' + kw’) =0. 


’) Wir kénnen also neben ko + 0 und wo + 0 kiinftig voraussetzen, daB k und w in keinem 
Intervall identisch verschwinden. 
8) Vergleiche Nr. 4. 


9) Dane sieht man sofort, wenn man z. B. bedenkt, da& die Hauptnormalen der Schiaubeulines 
senkrecht auf der Schraubenachse stehen. 
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— Die Bewegung werde so normiert, dap vt = 1 ist im Punkt so (vgl. Nr. 3); fiir den 
_ Lésungsvektor u der linearen Gleichungen (6) und (7) folgt dann 


s (8) u=g+um 
mit wu = u(t), § = 0, m = 0; ferner sei 
_ (9) Gy = OF tnd? == 1 


e Dem Raum # werde als Koordinatensystem das begleitende Dreibein der starren 
_ Kurve im Punkt so — ‘to, Ho, bo — zugrundegelegt; hierauf bezogen ist 


§ = (91, 92,93), m= (m1, m2, ms). 
_ Aus (1) und (5) folgt 
5 1 
_ (10) Do = to — ii (g2 + wma) ho. 


Da _ hiernach die Normierung voto = 1 unabhangig von wu ist, kénnen wir u=t 
 setzen. . 
Die Bedingung dafiir, daB eine Bahnkurve Asymptotenlinie ist, lautet 


~ (11) bot = 0. 


Den Vektor der Geschwindigkeit des Punktes so relativ zu EZ bezeichnen wir, wenn 


wir ihn im Raum F abtragen, mit 9p im Gegensatz zu bo, der dem in E mitgefiihrten 
Tangentenbild der betreffenden Bahnkurve angehért!°). Nach bekannten Satzen 
iiber Bewegungen in bewegten Koordinatensystemen gilt dann 


(12) oD = bo + UX Vo. 


Wegen (0) ist nach (10) g3 + m3 +0 und daher folgt aus (11) vermége (12) und (10), 
_ wenn man den von null verschiedenen Faktor (gz -+- tmz) weglaBt und mit we multi- 
: pliziert | 

(13) wog2 + 9192 + t(g1 me + Wome + M192) + P mime = 0. 


Diese Gleichung muB identisch in ¢ erfiillt, die Koeffizienten der Potenzen von ¢ 
- miissen also gleich null sein. Wir unterscheiden nun zwei Falle: 
A. Es sei mz + 0. Aus dem Koeffizienten von ¢? folgt m; = 0 und aus dem vont 
(14) gi = — Wo. 
Setzt man (8) in (6) ein und die Koeffizienten der Potenzen von ¢ wiederum gleich 
null, so erhalt man nach Multiplikation mit wo 
7 wogz — 2wegs=0, 


Wy Me = 2wems == Os 
Da wo + 0 ist, muB sein 
93 m2 — J2™m3 = 0. 


10) Zur Zeit t = t liegen H# und E so zu einander, dab Yo (ts) und ob (t) zusammentfallen ; Do (ti) 
und 00 (t) sind dagegen auch zur Zeit ¢ = i i. a. von einander verschieden. 
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Ferner ist nach (9) 

g2m2z + 93m3 = 0. 
Wegen mz + 0 folgt 
(15) ? 93 + 93 = 9. . 
Setzt man (8) in (7) ein, so lauten die beiden daraus resultierenden Gleichungen 
wegen (14) und (15) ; 
(16) Wyky == 0, 


17 ms (w, wo — w,? + 2w') — mgw2w, = 0. 
(17) 0 0 0c 


Aus (16) folgt wo = 01). Verschwindet w’ in einer endlichen Umgebung von so, so 
ist auch wy = 0 und aus (17) folgt dann wo = 0 im Widerspruch zu Nr. 2. Wiire | 
dagegen w’ nur fiir so gleich null, so kénnte man einen Punkt s; aus der Umgebung © 
von sp wiahlen, in dem sowohl w’ (s;) + 0 und w(s 1) + 0 als auch die Voraussetzungen 
der Nummern 7 und 2 erfiillt waren. Man kénnte daher fiir die Stelle s = s; die- 
selben Uberlegungen anstellen, die eben fiir s = so durchgefiihrt wurden; Gleichung 
(16) wiirde dann in der neuen Gestalt Ww, k, = 0 auf einen Widerspruch fiihren. 


B. Es sei mg = 0. Aus (10) folgt wegen (0) gg + 0, das Verschwinden des Koeffi- 
zienten von t in (13) besagt jetzt m; = 0; damit folgt aus (6), wenn man (8) einsetzt, 
2womg = 0 im Widerspruch zu (9)!2). 

Da die in Nr. 1 gemachte Annahme, k + 0, immer auf einen Widerspruch fiihrte,; 
k6énnen wir zusammenfassend sagen: 

Evne Fliche mit einem kinematischen Netz reeller Asymptotenlinien ist notwendig eine 
Regelfliiche. 


2. Wir denken uns eine Regelflache durch Bewegung einer Geraden g erzeugt und 
fragen uns, wann die Bahnen der Punkte dieser Geraden ebenfalls Asymptotenlinien 
sind. Die flachenerzeugende Bewegung sei durch die Bewegung des mit der Geraden 
starr verbundenen Begleitkérpers!%) gegeben; es seien e, f, ) die im Kehlpunkt ab- 
getragenen Hinheitsvektoren der Langs-14) ,Quer- und Hochachse, dann ist der Ge- 
schwindigkeitsvektor des Kehlpunktes 


(18) b= er + fre 
und der momentane Drehvektor des Begleitkérpers 
(19) u= eu + fue. 


Der Geschwindigkeitsvektor » = (v1, v2, v3) eines Punktes der Erzeugenden, der zur 
Zeit t = 0 vom Kehlpunkt den Abstand o und zur Zeit t den Abstand 


t 
e=o+J3, J=f(vi—n)dt 
0 


11) Vergleiche Nr. 7. 

12) Vergleiche Nr. 2. 

13) In Begriffsbildung und Methode folgen wir hier F. LOpEnu [2] S. 29 ff. 

14) Die Langsachse fallt mit der Erzeugenden zusammen. Vergleiche die Fig. 1 und 2. 
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hat, lautet nach (18), (19) und (4) 

~ (20) D= ev, + v2 — huze)). 

Mit Hilfe der ,,Ableitungsgleichungen“ einer Regelschar16) folgt weiter 

b= e(b1 — 043) + Fa + eure) + §(—tle0 — w26 — war1 + udp). 

| Fa Bedingung dafiir, da8 die Bahnkurven Asymptotenlinien sind, lautet jetzt nach 
(21) (o — J) tad. + (6 = J) uy; — (6 — J) tead2 — (v1 — 01) Wao — 

3 — 20102 + wv = 0. 

"Sie muB fiir alle Punkte der Geraden, also identisch in o gelten; folglich miissen die 
Koeffizienten der Potenzen von o alle verschwinden. Bedenkt man weiter, daB 


Regelflachen mit wz = 0 Zylinder1’) und deshalb von vornherein von der Betrach- 
tung auszuschlieBen sind, so folgt aus dem Koeffizienten von o? in (21) 


(22) | a = 0. 


-Wegen w2 +0 kénnen wir die Bewegung so normieren, dab ug = 1 wird; das Ver- 
schwinden des Koeffizienten von o in (21) hat dann zur Folge 


(23) v2 = const. 


Mit Hilfe des in (21) auftretenden konstanten Gliedes schlieBt man — da v2 = 0 auf 
Ebenen fiihren!’) wirde — 


(24) 3 v1 == 2 Ol 


Die hier abgeleiteten Bedingungen sind fiir ein kinematisches Netz von Asymptoten- 
linien auch hinreichend, wie man durch Hinsetzen in (11) sofort erkennt. Wir haben 
daher den 


Satz 1. Die einzigen™) Flachen mit einem kinematischen Netz von reellen Asymptoten- 
linien sind Treppenflichen18) konstanter Schrénkung?®). 


3. Es sollen nun die Achsenflachen der Bewegungen angegeben werden, die kine- 
matische Netze von Asymptotenlinien erzeugen. Wir denken uns die ruhende Achsen- 


flache ® und die bewegte ® durch die Bewegung ihrer Begleitkérper beschrieben. 
Zur Bezeichnung der Achsen sowie der Dreh- und Schubgeschwindigkeiten verwenden 
wir dieselben Buchstaben wie bei den entsprechenden Gré8en des Begleitkorpers der 
Treppenflache (Abschnitt 2), schreiben sie aber groB; auBerdem versehen wir die zum 


Begleitkérper von D gehorenden GréBen mit einer Tilde. 


15) Trivialerweise ist stets v2 = V2. 16) Vergleiche [2] S. 32. 17) Siehe [2] S. 34. 

18) Darunter versteht man Regelflichen, deren Erzeugende zu einer Ebene parallel sind. 
Nach [2] S. 34. 

19) Die Schrankung oder ihr reziproker Wert wird vielfach auch Drall genannt. Vergleiche 
z. B. [2] S. 32. 

*) Siehe Anhang. 
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Nach Pubthiten Saizen der Kinematik schrotet D auf D so ab, daB die Begleits 
korper beider Flaichen zur Zeit ¢ jeweils zusammenfallen, und es gilt fiir den momen 
_ tanen Drehyekver der Bewegung ?°) 


dig tay be vee. 


also wegen u; = 0 

(25) 1 = Fue = (01 — Vi), 7 
und fiir den momentanen Schubvektor oF ane: q 
(26) FN “p= (1 — Vi). eye 1 
Die Erzeugenden von ® sind gormtaed. alle parallel : ®@ ist ein Zylinder. q 


Wir fiihren im mitbewegten Raum zB ein fest mit der Geradai verbundenes Koordi- 
- natensystem ein, dessen x-Achse mit der Geraden zusammenfiallt, dessen y-Achse _ 


3 
parallel f und dessen z-Achse parallel § ist??). Der Schnitt der x-z-Ebene mit @ sei 
dargestellt durch ; 3 


E = (w(4), 0, 2(#)). : 
Der Geasiwindicneteverion eines Punktes = der bewegten Geraden lautet nach (4), 


(25) und (26) aes ; 
(27) b= (Vs We) L(y Ex [eae eH. 
Aus (25) und (27) folgt wegen ug = 1 (vgl. Teil 2) : 
(28) y= —2. : 


Fiir den Kehlpunkt einer Regelflache gilt vf) = 022), seine x-Koordinate lautet daher | 
nach (27) — 


f= x(t). : 


Der Kehlpunkt hat relativ zu E die Geschwindigkeit v 01 — v4, daher ist « = M1 — V4, 
also nach (24): x =v, und somit nach (28) «= — z, d.h. . 


eo fot Sa ae 


u= 
des Begleitkérpers von @ lautet daher Beh 


~ y — 432 
it =(0, 555 0), 


Zak? 


Der momentane Drehvektor 


ot, 


nach (25) erhalt man fiir den momentanen Drehvektor des Begleitkérpers der ruhen- 
den Achsenfliche ® 
ie (0 oie 0) 


ze + g2? 


21) Vergleiche die Fig. 1 und 2. 


20) Vergleiche z. B. [2] S. 41. 
22) Vergleiche Teil 2 und [2] S. 30. 
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Damit erhalten wir den 

Satz 2. Hin kinematisches Netz von reellen Asymptotenlinien wird durch Bewegung 
emer Geraden g erzeugt. Die hierbei entstehende Fliche ist eine Treppenfliche?3), Die 
 bewegte Achsenfliche ® und die ruhende ® der flichenerzeugenden Bewegung sind Zy- 
- linder. Das Verhéiltnis der Winkelgeschwindigkeit, mit der © und ® abrollt, und jener 


_ Geschwindigkeit, mit der ® lings der Mantellinien von ® gleitet, ist konstant. Normiert 
man die Bewegung so, dap die Winkelgeschwindigkeit gleich 1 wird, und legt man dem 
 bewegten Raum ein mit g starr verbundenes orthogonales kartesisches Koordinatensystem 
 zugrunde, dessen «-Achse g selbst ist, und dessen y-Achse parallel zur Querachse des Be- 


_ gleitkérpers der Treppenfliche verliuft, so hat @ den Normalschnitt 
(OSes 
pa —f 2(t) dt, 


 wobei t den Parameter der Bewegung bedeutet. 


_ (29) 


Der Begleitkérper von ® hat also 


_ Léingsschiebung V; = C = const., 
Querschiebung Vo == 24+ 2. ; 

3 Liingsdrehung 0, = we ; 

: Querdrehung Us 0: 


_ Die ruhende Achsenflaiche ist threr Gestalt nach durch die Bewegung thres Begleitkorpers 
bestimmt, dessen 


_ Léingsschiebung VY, = D = const. , 

— Querschiebung V2 = Vo, 

22+22 

a Lingsdrehung U;, —— Pues A 
Querdrehung Uz = Uz 


lautet: thre Lage zu ® ist durch (29) bestimmt, da die Begleitkorper von ® und B zu 
jeder Zeit t zusammenfallen miissen. 


Anmerkung. Dieser Satz gilt auch, wenn @ zu einer Geraden entartet. In diesem 
Fall ist die Bewegflaiche eine Wendelfldche?>). 


 Anhang. Aus (0), (1), (11) folgt bbb + 0 in einer endlichen Umgebung von $9; 
wegen w + 0 (vgl. Nr. 2), (0), (1), (2) ist b’b + 0; b’ kann daher nach (2) als Losung 


23) Siehe FufRnote 18. 
24) z(t) zweimal stetig differenzierbar. 
eo aie dann « = z = uw = 0, ue = 1, v2 = const.; vgl. Nr. 5 sowie (22) u. (23). 


7] " : ca a 
U ' et ar 
© , vey 
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pb’= — v'b, 
bb 30 


dargestellt werden. Aufgrund des Satzes tiber die Vertauschbarkeit der Reihenfolge 
bei partiellen Differentiationen (schiirfere Fassung) angewendet auf die Ableitungen” 
von (4) erkennt man jetzt, daB b’’ unter den gemachten Voraussetzungen notwendig 
existieren mu8. Ganz entsprechend folgt aus (3) und bb’’= — b’? die Existenz von b’””. 
Wir haben somit zu den Voraussetzungen, die zur Definition der kinematischen 
Netze von Asymptotenlinien anhand der Gleichungen (1) und (11) notwendig sind, 
_ lediglich die Forderung nach der Stetigkeit der hierin auftretenden Ableitungen hin- 
zunehmen miissen, um Satz 1 zu beweisen. . 2 


Beispiele. 1. Wir setzen z = sin #, dann ist @ ein Drehzylinder und @ eine Ebene : 
(Fig. 1). 2. Es sei z = const., @ ist jetzt eine Ebene und @ ein Drehzylinder (Fig. 2). 


Big, bites Fig. 2 
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